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Передмова

Навчально-методичний посiбник «Основи квантової механiки. Теорiя та
практичнi завдання» призначений для студентiв 3-го та 4-го курсiв фiзичного
факультету та студентiв iнших факультетiв, якi вивчають квантову механiку
та атомну фiзику.

Сучасний розвиток фундаментальної науки та новiтнiх нанотехнологiй
неможливо уявити без квантових процесiв та явищ. Квантова механiка є най-
важливiшим в сучасних умовах iнструментом дослiджень як теоретикiв, так
i експериментаторiв. Дуже важливо, щоб майбутнi дослiдники опанували цей
складний матерiал. Сучаснi пiдручники охоплюють великий об’єм матерiалу,
у якому iнколи важко видiлити найважливiшi моменти для першого знайом-
ства з квантовою механiкою. Даний посiбник має цiллю допомогти студентам
самостiйно опанувати найважливiшi поняття квантової механiки та навчити-
ся розв’язувати практичнi завдання.

Автори кiлька рокiв поспiль читали лекцiї та проводили практичнi занят-
тя з курсу «Квантова механiка» на радiофiзичному факультетi (нинi РБЕКС)
та багато рокiв ведуть практичнi заняття на фiзичному факультетi.

Посiбник складається з двох роздiлiв. Перший роздiл – це конспект основ-
них лекцiй, в якому послiдовно викладаються основнi положення квантової
механiки, формули детально виводяться так саме, як зазвичай це робить ле-
ктор на дошцi.

Другий роздiл складається з практичних завдань, розв’язання яких ста-
вить за мету навчити студентiв «технiцi» – методам розв’язання квантово-
механiчних задач. Для частини задач наведенi докладнi розв’язання з усi-
ма необхiдними поясненнями та коментарями. У кожному пунктi наводиться
коротка теоретична довiдка та основнi формули з лекцiй, якi треба викори-
стовувати при розв’язаннi, а також низка задач для самостiйного виконання.
Окремо в кiнцi другого роздiлу розмiщено завдання, якi можуть бути вико-
ристанi для iндивiдуальних розрахунково-графiчних завдань, самостiйних та
контрольних робiт тощо.

Сподiваємося, що даний посiбник буде корисним як викладачам фiзичних
спецiальностей для пiдготовки до лекцiй i практичних занять, так i студентам
для самостiйного оволодiння основами квантової механiки.



Роздiл 1

Конспект лекцiй

1.1. Вступ

1.1.1. Фiзичнi основи квантової механiки

Квантова механiка виникла в 20-тi роки ХХ-го столiття. Це теорiя атом-
них явищ. Квантова механiка вивчає поведiнку мiкрочастинок (електронiв,
протонiв, нейтронiв, атомiв i молекул).

Мiкроскопiчнi явища ∼ 10−10 м = 1 Ангстрем (приблизно таку довжину
хвилi мають x -rays (рентгенiвськi променi), γ-кванти).

Макроскопiчнi явища вiд ∼ 10−6 м = 1мкм (те, що можна побачити в
оптичний мiкроскоп).

В останнi десятилiття виникла фiзика мезоскопiчних явищ, яка вивчає
об’єкти розмiрами вiд 10 до 100 нанометрiв (10−8–10−7 м). Цей роздiл фiзики
бурхливо розвивається завдяки сучасним технологiям, якi створюють нано-
об’єкти. Квантова механiка успiшно застосовується для опису властивостей
наноструктур.

Ньютонова механiка (1685) встановила закони механiчного руху макро-
скопiчних тiл.

Хвильовi властивостi електромагнiтного випромiнювання, дифракцiя та
iнтерференцiя: Юнг (1803) свiтло, фон Лауе (1912) рентгенiвськi променi.

Теорiя електромагнiтного поля Максвелла (1857) встановила закони еле-
ктромагнiтного поля. Були вiдкритi електромагнiтнi хвилi й установлено, що
видиме свiтло – це електромагнiтнi хвилi певного дiапазону (4000-8000А).

У 1905 з’явилася релятивiстська механiка – механiка об’єктiв, що швидко
рухаються (Лоренц, Пуанкаре, Ейнштейн). Вiдкритий в 1897 електрон при
русi в електромагнiтному полi пiдкорявся законам цiєї нової механiки.

Хвилi та речовина фiзикою вивчалися окремо!
До початку ХХ-го столiття на обрiї класичної фiзики було 2 хмаринки:

негативний результат дослiду Майкельсона з вимiрювання швидкостi свiтла
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та ультрафiолетова (УФ) катастрофа – нескiнченна енергiя випромiнювання
абсолютно чорного тiла.

1.1.2. Електромагнiтнi кванти

Теплове випромiнювання абсолютно чорного тiла, Макс Планк
(14.12.1900). Доповiдь у нiмецькому фiзичному товариствi: «До теорiї
закону розподiлу енергiї в нормальному спектрi». Поглинання й випромiню-
вання енергiї свiтла вiдбувається порцiями, квантами.

Формула Планка (1900) для спектральної щiльностi теплового випромi-
нювання й закон Стефана–Больцмана для повної щiльностi потужностi ви-
промiнювання

ρ(ω, T ) =
ω2

π2c3

~ω
e

~ω
kT − 1

; W =

∫ ∞
0

ρ(ω, T )dω = σT 4; (1.1.1)

ε = hν = ~ω; h = 6.62× 10−34Дж · c; c = 3× 108м/с; (1.1.2)

ω = 2πν; ~ =
h

2π
. (1.1.3)

Фотоелектричний ефект, Ейнштейн (1905). Поглинання фотонiв еле-
ктронами.

Фотоефект – це емiсiя електронiв з речовини у вакуум або в iншу речовину
пiд дiєю електромагнiтного випромiнювання. Явище вiдкрив Герц у 1887 роцi,
закони встановили Столєтов в 1888 i Ленард в 1899.

У 1905 роцi Ейнштейн запропонував пояснення, засноване на гiпотезi про
те, що свiтло не тiльки поглинається й випромiнюється, але й поширюється
«квантами», тобто фактично ввiв поняття фотона. Формула Ейнштейна для
фотоефекту (закон збереження енергiї при взаємодiї фотона з електроном)

~ω = Aвых. +
mv2

2
. (1.1.4)

Iмпульс фотона

ε = ~ω; ε =
√
c2p2 +m2c4; mфот. = 0; ε = cp;

cp = ~ω; p = ~
ω

c
= ~k;

~p = ~~k.

Поширення свiтла вiдбувається дискретно, квантами свiтла!
Термiн «фотон» був введений у 1926 роцi американським хiмiком Льюi-

сом.
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Ефект Комптона (1923). Пружне розсiювання фотонiв (γ-квантiв) на
вiльних електронах (графiт, Li, Be, Na, K, Fe, Ni, Cu). Нове пiдтвердження
гiпотези фотонiв. Використовуємо закони збереження енергiї та iмпульсу{

~ω +mc2 = ~ω′ + ε′e;

~~k = ~~k′ + ~p′e

й отримуємо формулу для змiни (зменшення) частоти фотона пiсля розсiю-
вання на вiльному нерухливому електронi

ω′ =
ω

1 + 2~ω
mc2 sin2 θ

2

. (1.1.5)

Комбiнацiйний принцип Ритберга–Ритца (1908) пiдтверджує як теорiю еле-
ктромагнiтних квантiв (корпускулярну теорiю свiтла), так i дискретнiсть зна-
чень енергiй атомiв. Нижче наводиться формула Бальмера–Ритберга (1885)
для лiнiйчатого спектра атома водню

1

λ
= R

(
1

n2
− 1

m2

)
, m > n. (1.1.6)

1.1.3. Дискретнi значення фiзичних величин
Дискретнiсть енергiї атомiв
Комбiнацiйний принцип Ритберга–Ритца (1908) (рiзницi термiв).
Питомi теплоємностi твердих тiл. Ейнштейн (1907), Дебай (1912) розгля-

нули атоми як гармонiчнi осцилятори з дискретним набором енергiй. Бiльш
точна теорiя теплоємностi «за Дебаєм» дає при низьких температурах зале-
жнiсть

C ∼ T 3, T � TD.

Дослiд Франка–Герца (1913) з пропускання пучка електронiв з певною
енергiєю через пари ртутi пiдтверджує дискретнiсть стiйких енергетичних
станiв атомiв. Розсiювання стає непружним за умови, що eU = ∆E. Електрон
вiддає свою енергiю атому, який переходить у збуджений стан з наступним
випромiнюванням фотона, а струм при цьому падає.

Дослiд Штерна–Герлаха (1922). Пролiт парамагнiтних атомiв через не-
однорiдне магнiтне поле, просторове квантування магнiтного й механiчного
моментiв

~L = ~r × ~p;

F = µz
∂Hz

∂Z
∼ Lz.

Пучок атомiв розбивається на ряд пучкiв. Дослiд також пiдтверджує iснува-
ння у електрона власного механiчного моменту – спiну.
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Рис. 1.1: Температурна залежнiсть теплоємностi за теорiєю Дебая та за тео-
рiєю Ейнштейна. TD – температура Дебая

1.1.4. Дифракцiя електронiв, атомiв, молекул

Дослiд Девiдсона–Джермера (1927). Вiдбиття пучка електронiв вiд по-
верхнi монокристалiв нiкелю.

Дослiд Томсона (1928). Пропускання електронiв через тонку полiкриста-
лiчну пластинку.

Дослiд Фабриканта–Бiбермана–Сушкiна (1947). Пропускання електронiв
по одному через тонку полiкристалiчну пластинку.

У 80-тi роки минулого столiття поставлений класичний дослiд з дифракцiї
електронiв на двох щiлинах за допомогою скануючого тунельного мiкроскопа
(СТМ). Спостерiгалися дифракцiйнi явища атомiв, молекул.

1.2. Принципи квантової механiки. Рiвняння
Шредiнгера

1.2.1. Гiпотеза де Бройля (1924)

В геометричнiй оптицi розглядаються променi свiтла. В хвильовiй опти-
цi свiтло – це електромагнiтнi хвилi. Це корпускулярно-хвильовий дуалiзм.
При поширеннi свiтло поводиться як хвиля, а при взаємодiї з речовиною свi-
тло поводиться як потiк частинок – квантiв свiтла, названих пiзнiше (в 1926
роцi) «фотонами». Маса спокою фотона дорiвнює нулю. Енергiя фотона до-
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рiвнює ε = ~ω = cp, отже, iмпульс фотона

p = ~ω
c ,

ω
c = k = 2π

λ .

~p = ~~k.

Довжина хвилi

λ =
2π~
p

=
h

p
.

Це плоска монохроматична хвиля

f = Aei(
~k~r−ωt).

Фазова швидкiсть фотона v phase = ω/k = ε/p = c. Групова швидкiсть фотона
vgroup = ∂ω/∂k = ∂ε/∂p = c. Для фотона групова й фазова швидкостi збiга-
ються й не залежать вiд довжини хвилi. Немає дисперсiї електромагнiтних
хвиль.

Отже, є класична механiка, у якiй частинки матерiї рухаються пев-
ними траєкторiями, але немає хвильової механiки!

Де Бройль висунув гiпотезу, згiдно з якою руху частинки зiставляється
якесь хвильове поле (хвильовий процес). Це i є хвильова механiка, яку ми
тепер називаємо квантовою механiкою.

Гiпотеза де Бройля: руху вiльної частинки з енергiєю ε та iмпульсом
~p зiставляється плоска монохроматична хвиля з частотою ω й хвильовим
вектором ~k: {

ε = ~ω;

~p = ~~k;
ψ(~r, t) = Ae

i
~ (~p~r−εt),

ψ(~r, t) – хвильова функцiя частинки. За припущенням де Бройля, довжина
хвилi, яка зiставляється частинцi, визначається так само, як i для електро-
магнiтних хвиль

λD =
2π~
p

=
h

p
.

Для хвиль матерiї фазова й групова швидкостi рiзнi!
Нерелятивiстська частинка:

ε =
p2

2m
; vфазова =

p

2m
; vгрупова =

p

m
= 2vфазова.

Релятивiстська частинка:

ε =
√
c2p2 +m2c4; vфазова = c

[
1 +

(
mc

p

)2
]1/2

> c!!!

Для релятивiстської частинки фазова швидкiсть виявляється бiльше, нiж
швидкiсть свiтла. Хвилi де Бройля не мають фiзичного змiсту.
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vгрупова =
c2p√

c2p2 +m2c4
=
c2p

ε
< c.

1.2.2. Хвильова функцiя. Статистичне трактування
хвильової функцiї

Квантовiй частинцi зiставляється деяке хвильове поле (хвильовий про-
цес), який описується, загалом кажучи, комплексною функцiєю. Цю функцiю
називають хвильовою функцiєю та позначають зазвичай ψ(~r, t). У 1926 роцi
нiмецький фiзик Макс Борн запропонував статистичне трактування хвильо-
вої функцiї (ХФ):

dW ∼ |ψ(~r, t)|2dV.
Квадрат модуля ХФ пропорцiйний iмовiрностi виявити частинку в елемен-
тi об’єму dV в момент часу t. Сама ж ХФ фiзичного змiсту не має. Якщо
нормувати ХФ на одиницю

∫
|ψ(~r, t)|2dV = 1, то

dW = |ψ(~r, t)|2dV.

Щiльнiсть iмовiрностi (розподiл iмовiрностi по координатах, partition functi-
on) запишеться так:

ρ(~r, t) = |ψ(~r, t)|2.
Iмовiрнiсть виявити частинку в кiнцевому об’ємi V у момент t визначається
як

W (V ) =

∫
V

|ψ(~r, t)|2dV.

ХФ визначається з точнiстю до фазового множника eiα, тому функцiя ψ(~r, t)
та функцiя eiαψ(~r, t) описують один i той самий квантовий стан (має фiзичний
сенс тiльки квадрат модуля ХФ!)

Узагальнимо поняття ХФ на багаточастинкову систему – ψ(~r1, ~r2, ..., ~rN , t).
Квантовiй системi з багатьма ступенями вiльностi зiставляється одна ХФ!
Статистичне трактування

dW (~r1, ~r2, ..., ~rN , t) = |ψ(~r1, ~r2, ..., ~rN , t)|2dV1dV2...dVN ;
dW (~r1, t) = dV1

∫
|ψ(~r1, ~r2, ..., ~rN , t)|21dV2...dVN .

ХФ системи невзаємодiючих частинок – добуток одночастинкових ХФ.
Для ХФ, заданої в узагальнених координатах з N ступенями вiльностi,

маємо

dW = |ψ(q1, q2, ..., qN , t)|2dq1dq2...dqN ;

∫
|ψ(q1, q2, ..., qN , t)|2dq1dq2...dqN = 1.
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1.2.3. Принцип суперпозицiї

Якщо квантова система може перебувати в станах iз ХФ ψ1, ψ2, ..., ψN ,
то ХФ, що є лiнiйною комбiнацiєю (суперпозицiєю) ХФ ψ1, ψ2, ..., ψN вигляду
ψ =

∑N
i=1Ciψi, також є ХФ, що описує один з можливих станiв квантової си-

стеми. Принцип суперпозицiї означає, що диференцiальне рiвняння квантової
механiки – лiнiйне. Окремим випадком застосування принципу суперпозицiї
є розклад довiльної функцiї на плоскi монохроматичнi хвилi. Плоска хвиля
з певним iмпульсом i енергiєю

ψ~p(~r, t) = A(~p)e
i
~ (~p~r−εt).

Загальний вид розв’язку хвильового рiвняння – це суперпозицiя плоских мо-
нохроматичних хвиль iз усiма можливими значеннями хвильового вектора
~k = ~p/~:

ψ(~r, t) =

∫
A(~p)e

i
~ (~p~r−εt)d3~p.

Це теж ХФ вiльної частинки, але такої, що не має певного значення iмпульсу.
З математичної точки зору – це перетворення Фур’є (iнтеграл Фур’є). Обер-
нене перетворення Фур’є визначає амплiтуди

A(~p, t) =
1

(2π~)3

∫
ψ(~r, t)e−

i
~ (~p~r−εt)d3~r.

Перетворення Фур’є можна записати симетрично

ψ(~r, t) =
1

(2π~)3/2

∫
A(~p, t)e

i
~ (~p~r−εt)d3~p; A(~p, t) =

1

(2π~)3/2

∫
ψ(~r, t)e−

i
~ (~p~r−εt)d3~r.

1.2.4. Хвильовi пакети. Спiввiдношення невизначеностi.

Нехай хвиля поширюється уздовж осi x

ψ(x, t) =
1

(2π~)1/2

∫ ∞
−∞

A(p)e
i
~ (px−εt)dp.

Розглянемо прямокутний iмпульс (прямокутний хвильовий пакет)

A(p) =

{
A0, |p− p0| ≤ ∆p

2 ;

0, |p− p0| > ∆p
2 .
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ψ(x, t) =
A0

(2π~)1/2

p0+∆p
2∫

p0−∆p
2

e
i
~ [px−ε(p)t]dp =

{
p′ = p− p0; dp

′ = dp;
ε(p) ≈ ε(p0) + v0(p− p0) = ε0 + v0p

′

}
=

=
A0

(2π~)1/2
e
i
~ (p0x−ε0t)

∆p
2∫

∆p
2

e
i
~ [x−v0t]p

′
dp′ =

A0

(2π~)1/2
e
i
~ (p0x−ε0t)

e
i(x−v0t)∆p

2~ − e−
i(x−v0t)∆p

2~

i
~ [x− v0t]

=

=
A0∆p

(2π~)1/2
e
i
~ (p0x−ε0t)

sin
[

(x−v0t)∆p
2~

]
[

(x−v0t)∆p
2~

] .

Маємо

ρ(x, t) = |ψ(x, t)|2 =

[
A0∆p

(2π~)1/2

]2(
sin ξ

ξ

)2

; ξ =
(x− v0t)∆p

2~
.

У лiнiйному наближеннi прямокутний iмпульс рухається як єдине цiле
(див. рис. 1.2).

Рис. 1.2: Форма хвильового пакета у лiнiйному (без розпливання) наближеннi

Нехай t = 0, ξ0 = x∆p
2~ . Ймовiрнiсть суттєво вiдмiнна вiд нуля при−π <

ξ0 < π. Маємо таку оцiнку для добутку невизначеностей координати та iм-
пульсу

∆ξ0 ∼ π;
∆x∆p

2~
∼ π;
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∆x∆p ∼ 2π~; ∆x∆p ∼ h. (1.2.1)

До чого приводить врахування наступного доданка в розкладаннi ε(p), роз-
глянемо в наступнiй лекцiї.

1.2.5. Час розпливання хвильового пакета. Уточнене
спiввiдношення невизначеностi

На минулiй лекцiї розглянули хвильовий пакет (прямокутний iмпульс)
та вивели в лiнiйному наближеннi спiввiдношення ∆x∆p ∼ h. Це є оцiнка
розмiру хвильового пакета або спiввiдношення невизначеностi Гейзенберга.

Врахуємо наступний доданок у розкладаннi енергiї в ряд Тейлора

ε(p) ≈ ε0 + v0(p− p0) +
1

2

(
∂2ε

∂p2

)
0

(p− p0)
2; p− p0 = ∆p.

Для нерелятивiстської частинки

ε =
p2

2m
;

(
∂2ε

∂p2

)
0

=
1

m
.

Фаза хвилi (показник експоненти px−ε(p)t
~ ) суттєво змiниться при

1

2~
1

m
∆t(∆p)2 ∼ π; ∆p ∼ h

∆x
.

Час розпливання хвильового пакета

∆t ∼ m(∆x)2

h
.

Для мiкрочастинок хвильовий пакет через дисперсiю розпливається практи-
чно миттєво, а для макрочастинок – iснує нескiнченно довго (∆t бiльше часу
життя Всесвiту).

Спiввiдношення невизначеностi з урахуванням розпливання хвильового
пакета треба записати у виглядi нерiвностi

∆x∆p ≥ h. (1.2.2)

1.2.6. «Принципи» квантової механiки
Квантова механiка базується на наступних твердженнях.
Принцип вiдповiдностi (Н.Бор, 1923). Це третiй постулат Бора
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При ”h → 0” закони та спiввiдношення квантової механiки переходять у
закони й спiввiдношення класичної механiки. Цей принцип використовується
для знаходження квантових аналогiв класичних величин.

Принцип доповнюваностi (Н.Бор, 1927)
Сформульований Бором в 1927 роцi. Вiдповiдно до принципу доповню-

ваностi хвильовий та корпускулярний описи мiкропроцесiв не виключають
i не замiнюють, а доповнюють один одного. Для формування уявлення про
мiкрооб’єкт необхiдний синтез цих двох описiв.

Принцип суперпозицiї
Якщо квантова система може перебувати в станах iз ХФ ψ1, ψ2, ..., ψN ,

то ХФ, що є лiнiйною комбiнацiєю (суперпозицiєю) ХФ ψ1, ψ2, ..., ψN вигляду
ψ =

∑N
i=1Ciψi, також є ХФ, що описує один з можливих станiв квантової си-

стеми. Принцип суперпозицiї означає, що диференцiальне рiвняння квантової
механiки – лiнiйне.

Принцип причинностi
Ми вивчаємо властивостi мiкрочастинок за допомогою макроскопiчних

приладiв. Опис мiкрочастинок повинний хоча б частково включати класи-
чнi поняття. Вплив приладу принципово не може бути зроблений малим, а
результат взаємодiї приладу з електроном (при дифракцiї) однозначним. Мо-
жна лише говорити про ймовiрнiсть того або iншого значення iмпульсу еле-
ктрона пiсля проходження ним щiлини. Можна говорити тiльки про ймовiр-
нiсть того або iншого результату вимiрювання. Така природа мiкрочастинок:
поведiнка мiкрочастинок характеризується статистичними закономiрностя-
ми.

Поведiнка окремої частинки, а не тiльки ансамблю частинок,
пiдкоряється статистичним закономiрностям!

Сформулюємо закон причинностi математично. Нехай вiдомий кванто-
вий стан частинки в початковий момент часу t = t0, тобто вiдома її хви-
льова функцiя (ХФ) Ψ(~r, t0). Якщо вiдомi всi впливи на частинку, то можна
однозначно визначити ХФ при t ≥ t0. Зi змiсту ХФ випливає, що тим са-
мим ми можемо передбачити ймовiрностi того, що величини, якi характери-
зують частинку (енергiя, iмпульс, радiус-вектор), будуть мати те або iнше
значення в будь-який момент t > t0. Iншими словами, можемо визначити
dW = |Ψ(~r, t)|2dV , знайти ймовiрностi отримання при вимiрюваннi того або
iншого значення iмпульсу, координати, енергiї та iн., обчислити середнi зна-
чення iмпульсу, координати, енергiї та iн.

1.2.7. Хвильове рiвняння Шредiнгера (РШ)

Принцип причинностi + принцип суперпозицiї + принцип вiдповiдностi
дозволяють «вивести» основне рiвняння квантової механiки – хвильове рiв-
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няння Шредiнгера (1926).
Рiвняння Шредiнгера (РШ) – це рiвняння руху квантової частинки. За-

дати закон руху – визначити ХФ квантової частинки.
Отже, завдання ХФ у початковий момент t0 i завдання всiх взаємодiй

квантової системи дозволяє знайти еволюцiю квантової системи. Еволюцiя
визначається змiною ХФ з часом ∂Ψ(~r,t)

∂t . Рiвняння, яке ми шукаємо, повинне
бути першого порядку по t. Повинне бути лiнiйним та однорiдним. Змiну
хвильової функцiї задамо дiєю на неї лiнiйного оператора ĤΨ(~r, t).

Сконструюємо найпростiше диференцiальне рiвняння, якому задовольняє
плоска монохроматична хвиля та суперпозицiя плоских монохроматичних
хвиль. Далi ми узагальнимо рiвняння на випадок частинки в зовнiшньому
полi та на випадок довiльної квантової системи.

Ψ(~r, t) = Ae
i
~ (~p~r−Et); ~p~r = pxx+ pyy + pzz;

∂Ψ(~r, t)

∂t
= − i

~
EΨ(~r, t);

∂2Ψ(~r, t)

∂x2
= −p

2
x

~2
Ψ(~r, t); E =

p2
x + p2

y + p2
z

2m
=

p2

2m
;

i~
∂Ψ(~r, t)

∂t
= EΨ(~r, t); − ~2

2m
∆Ψ(~r, t) =

p2

2m
Ψ(~r, t).

РШ для вiльної частинки

i~
∂Ψ(~r, t)

∂t
= − ~2

2m
∆Ψ(~r, t). (1.2.3)

Як i повинно бути, це рiвняння не мiстить енергiї, iмпульсу частинки, йому
також задовольняє й суперпозицiя плоских монохроматичних хвиль

Ψ(~r, t) =

∫
A(~p, E)e

i
~ (~p~r−Et)d3~pdE.

Рiвняння (1.2.3) – першого порядку по t, так що йому задовольняє тiльки
комплексна ХФ. Серед розв’язкiв (1.2.3) є й монохроматичнi хвилi (частинка
з певною енергiєю)

Ψ(~r, t) = ψ(~r)e−
i
~Et.

Замiсть (1.2.3) пишемо

− ~2

2m
∆ψ(~r) = Eψ(~r); E =

p2

2m
. (1.2.4)

Енергiя вiльної частинки зберiгається. Зберiгається сума кiнетичної й потен-
цiйної енергiї для частинки в потенцiальному зовнiшньому полi

E =
p2

2m
+ U(~r);

p2

2m
= E − U(~r).
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Замiнимо в (1.2.4) E = p2

2m → E −U(~r). У результатi такої пiдстановки отри-
муємо стацiонарне РШ для частинки в постiйному зовнiшньому полi

− ~2

2m
∆ψ(~r) + U(~r)ψ(~r) = Eψ(~r). (1.2.5)

Повернемося до ХФ, що залежить вiд часу, у правiй частинi (1.2.5) замiнимо
EΨ(~r, t) → i~∂Ψ(~r,t)

∂t та знайдемо хвильове РШ для частинки в зовнiшньому
полi

i~
∂Ψ(~r, t)

∂t
= − ~2

2m
∆Ψ(~r, t) + U(~r, t)Ψ(~r, t). (1.2.6)

Рiвняння (1.2.6) називають також нестацiонарним РШ. В англiйськiй мовi
використовуються термiни «time-dependent» and «time-independent» для не-
стацiонарного (хвильового) та стацiонарного РШ вiдповiдно.

Для розв’язку РШ потрiбно:

1. Задати початкову умову Ψ(~r, t0).

2. Задати граничнi умови. У загальному випадку ця вимога скiнченностi
(умови нормування), безперервностi й однозначностi ХФ та її перших похi-
дних (всюди, крiм особливих точок).

Обернення часу в РШ

t→ −t, Ψоберн.(~r, t)→ Ψ∗(~r,−t).

1.2.8. Вектор густини потоку iмовiрностi. Рiвняння не-
перервностi

Це закон збереження числа частинок у квантовiй механiцi. Змiна ВФ у ча-
сi й просторi пiдкоряється певному закону збереження. Ймовiрнiсть виявити
частинку в об’ємi V у момент t∫

V

|Ψ(~r, t)|2dV.

Диференцiюємо цю величину за часом

∂

∂t

∫
V

|Ψ(~r, t)|2dV =

∫
V

∂

∂t
[Ψ∗(~r, t)Ψ(~r, t)] dV =∫

V

[
∂Ψ∗(~r, t)

∂t
Ψ(~r, t) + Ψ∗(~r, t)

∂Ψ(~r, t)

∂t

]
dV. (1.2.7)
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З РШ (1.2.6) випливає, що

∂Ψ(~r, t)

∂t
=

1

i~

(
− ~2

2m
∆Ψ(~r, t) + U(~r, t)Ψ(~r, t)

)
;

∂Ψ∗(~r, t)

∂t
= − 1

i~

(
− ~2

2m
∆Ψ∗(~r, t) + U(~r, t)Ψ∗(~r, t)

)
.

Перетворимо (1.2.7)

∂

∂t

∫
V

|Ψ(~r, t)|2dV =

∫
V

~
2mi

[Ψ(~r, t)∆Ψ∗(~r, t)−Ψ∗(~r, t)∆Ψ(~r, t)] dV

∆ = ∇ · ∇; ∆Ψ∗(~r, t) = ∇ · ∇Ψ∗(~r, t);

div (Ψ(~r, t)∇Ψ∗(~r, t)) = Ψ(~r, t)∆Ψ∗(~r, t) +∇Ψ(~r, t)∇Ψ∗(~r, t);

div (Ψ∗(~r, t)∇Ψ(~r, t)) = Ψ∗(~r, t)∆Ψ(~r, t) +∇Ψ∗(~r, t)∇Ψ(~r, t).

Рiзниця

Ψ(~r, t)∆Ψ∗(~r, t)−Ψ∗(~r, t)∆Ψ(~r, t) = div (Ψ(~r, t)∇Ψ∗(~r, t)−Ψ∗(~r, t)∇Ψ(~r, t))

− ∂
∂t

∫
V

|Ψ(~r, t)|2dV =

∮
S

~
2mi

div [Ψ∗(~r, t)∇Ψ(~r, t)−Ψ(~r, t)∇Ψ∗(~r, t)] d~S.

Введемо вектор густини потоку ймовiрностi

~j =
~

2mi
[Ψ∗(~r, t)∇Ψ(~r, t)−Ψ(~r, t)∇Ψ∗(~r, t)]=

~
m

Im [Ψ∗(~r, t)∇Ψ(~r, t)] .

Згадаємо, що щiльнiсть iмовiрностi – це ρ = |Ψ(~r, t)|2, й запишемо рiвняння
неперервностi в iнтегральнiй формi

− ∂

∂t

∫
V

|Ψ(~r, t)|2dV =

∮
S

~jd~S. (1.2.8)

Зменшення в одиницю часу ймовiрностi виявити квантову частинку в об’ємi
V дорiвнює iмовiрностi того, що частинка перетне за одиницю часу замкнену
поверхню S. В диференцiальнiй формi маємо рiвняння неперервностi

∂ρ

∂t
+ div~j = 0. (1.2.9)

Обчислимо вектор щiльностi потоку iмовiрностi для вiльної частинки для ХФ
Ψ(~r, t) = Ae

i
~ (~p~r−Et)

~j =
~

2mi
|A|2

[
i

~
~p−

(
− i
~
~p

)]
=

~p

m
|A|2 = ~v |A|2.

Для дiйсної хвильової функцiї ψ∗ = ψ, тому ~j = 0. Потоку частинок
немає.
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1.3. Розв’язання стацiонарного рiвняння Шре-
дiнгера для деяких важливих квантових
моделей

Розглянемо кiлька простих прикладiв розв’язку стацiонарного РШ для
частинки в постiйному зовнiшньому полi, яке має вигляд

− ~2

2m
∆ψ(~r) + U(~r)ψ(~r) = Eψ(~r). (1.3.1)

Це рiвняння в частинних похiдних. Такi рiвняння розв’язують методом
подiлу змiнних. Виконаємо подiл змiнних у декартових координатах.

1.3.1. Подiл змiнних в декартових координатах

Нехай потенцiальна енергiя – сума трьох доданкiв

U(~r) = U(x) + U(y) + U(z).

Видiлимо спочатку в рiвняннi (1.3.1) частину, яка залежить тiльки вiд коор-
динати x:

− ~2

2m

∂2ψ

∂x2
+ U(x)ψ = Eψ −

[
− ~2

2m

∂2ψ

∂y2
+ U(y)ψ − ~2

2m

∂2ψ

∂z2
+ U(z)ψ

]
;

ψ(x, y, z) = ψ(x)ψ(y, z).

Дiлимо обидвi частини на ψ(x)ψ(y, z):

− ~2

2m
d2ψ
dx2 + U(x)ψ

ψ(x)
= E−

[
− ~2

2m
d2ψ(y,z)
dy2 + U(y)ψ − ~2

2m
∂2ψ(y,z)
∂z2 + U(z)ψ(y, z)

]
ψ(y, z)

= E1.

(1.3.2)
Лiва та права частини (1.3.2) роздiлилися. Лiва частина (1.3.2) залежить тiль-
ки вiд координати x, права – тiльки вiд координат y, z. Цi вирази дорiвнюють
одне одному при будь-яких значеннях x, y, z. Отже, обидвi частини є сталими.
Позначили константу E1. Маємо:

− ~2

2m

d2ψ(x)

dx2
+ U(x)ψ(x) = E1ψ(x);

− ~2

2m

∂2ψ(y, z)

∂y2
+ U(y)ψ(y, z)− ~2

2m

∂2ψ(y, z)

∂z2
+ U(z)ψ(y, z) = (E − E1)ψ(y, z).
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Можна продовжити подiл координат y та z. Ми просто «здогадаємося», як
треба роздiляти змiннi далi. Оскiльки усi координати рiвноправнi, то повинно
бути так:

E = E1 + E2 + E3; ψ(x, y, z) = ψ(x)ψ(y)ψ(z). (1.3.3)
Отримуємо три незалежнi рiвняння, якi описують одновимiрний рух

уздовж вiдповiдної координати:

− ~2

2m

d2ψ(xi)

dx2
i

+ U(xi)ψ(xi) = Eiψ(xi); (1.3.4)

Тут i = 1, 2, 3, x1 = x, x2 = y, x3 = z.

1.3.2. Частинка в одномiрнiй прямокутнiй нескiнченно
глибокiй потенцiальнiй ямi

Стацiонарне РШ для одновимiрного руху в декартових координатах

− ~2

2m
d2ψ(x)
dx2 + U(x)ψ(x) = Eψ(x);

U(x) =

{
0, 0 ≤ x ≤ a;
∞, x < 0, x > a.

Ця задача має пряме вiдношення до поведiнки електронiв у металi й ну-
клонiв у ядрi. В область з нескiнченною потенцiальною енергiєю частинка
потрапити не може. Iмовiрнiсть її виявити в цих областях дорiвнює 0. ХФ
зобов’язана бути безперервною, отже, у точках 0 та a ХФ обертається в нуль.
Розв’язуємо РШ в областi 0 ≤ x ≤ a

ψ′′ + k2ψ = 0, k2 =
2mE

~2
, E ≥ 0 (1.3.5)

iз двома граничними умовами

ψ(0) = 0, ψ(a) = 0. (1.3.6)

Маємо нескiнченний розрив потенцiальної енергiї, тому безперервна тiль-
ки хвильова функцiя, а перша похiдна в точках розриву потенцiальної енергiї
має стрибок.

Рiвняння (1.3.5) – це лiнiйне однорiдне диференцiальне рiвняння дру-
гого порядку з постiйними коефiцiєнтами. Воно має два лiнiйно незалежнi
розв’язки та мiстить двi довiльнi сталi. Цi розв’язки можна записати рiзними
способами:

ψ(x) = Aeikx +Be−ikx = A1 sin kx+B1 cos kx =

= C1 sin(kx+ ϕ1) = C2 cos(kx+ ϕ2).
(1.3.7)
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Важливо, що в цьому випадку число довiльних сталих дорiвнює числу
граничних умов. Так сталося через те, що рух вiдбувається в обмеженiй
областi простору (фiнiтний рух). Виберемо, наприклад, розв’язок у вигля-
дi C1 sin(kx+ ϕ1). Iз граничних умов (1.3.6) випливає, що

C1 sinϕ1 = 0, C1 6= 0, ϕ1 = 0;
sin(ka) = 0, ka = π(n+ 1), n = 0, 1, .2, ...

При n = −1 ми мали б k = 0 та ψ(x) = 0, що означало б вiдсутнiсть частинки
у всьому просторi. З ka = π(n+ 1) випливає, що

En =
π2~2

2ma2
(n+ 1)2 . (1.3.8)

Ми бачимо, що РШ має розв’язок, який задовольняє граничним умовам,
тiльки при дискретних значеннях квантового числа n. Таким чином, енергiя
частинки в нескiнченно глибокiй потенцiальнiй ямi виявляється квантова-
ною. Дискретнiсть енергiї виникла природно, без будь-яких додаткових при-
пущень. У цьому випадку вона випливає безпосередньо iз граничних умов, якi
накладаються на хвильову функцiю на кiнцях промiжку iнтегрування. Стан
частинки з найменшою можливою енергiєю буде надалi називатися нормаль-
ним або основним, усi iншi стани – збудженими. Енергiя основного стану ча-
стинки в нескiнченно глибокiй потенцiальнiй ямi виходить iз формули (1.3.8)
при n = 0

E0 =
π2~2

2ma2
. (1.3.9)

Повторюємо, що основний стан (ground state) – це стан з мiнiмальною
енергiєю.

Нормуємо ХФ на одиницю:∫ a

0

|ψ(x)|2dx = 1, |C1|2
∫ a

0

sin2 kxdx = 1,

|C1|2
1

2

∫ a

0

(1− cos 2kx)dx = 1; |C1| =
√

2

a
.

Розв’язок

En =
π2~2

2ma2
(n+ 1)2 ; ψn(x) =

√
2

a
sin

π(n+ 1)x

a
. (1.3.10)

Загальнi висновки:
1. En пробiгає в потенцiальнiй ямi ряд дискретних значень;
2. При E0 – в основному станi – частинка продовжує рух;
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Рис. 1.3: Графiки (а) хвильової функцiї ψ(x) та (б) розподiлу по координатi
|ψ|2. Маса частинки та стала Планка покладенi рiвними 1

3. Енергiя частинки обернено пропорцiйна масi та обернено пропорцiйна
квадрату ширини ями (областi локалiзацiї частинки). Дискретнiсть проявля-
ється для частинок малої маси у випадку сильної локалiзацiї.

У класичнiй механiцi частинка, яка рухається в потенцiальнiй ямi, з рiв-
ною ймовiрнiстю може перебувати в будь-якiй точцi усерединi ями (пря-
ма на рис.1.3(б)). Дiйсно, ймовiрнiсть dWкласич. виявлення частинки в iн-
тервалi dx пропорцiйна часу dt знаходження частинки в цьому iнтервалi
dWкласич. ∼ dt = 1

vdx.
Оскiльки на частинку усерединi ями жоднi сили не дiють, вона рухається

з постiйною швидкiстю v й, отже, dWкласич. не залежить вiд x. При збiльшен-
нi квантового числа n (енергiї частинки) максимуми розподiлу ймовiрностей
зближуються. У граничному випадку n→∞ розподiл iмовiрностей, який ви-
ведено iз квантовомеханiчного розрахунку, приводить до тих же результатiв,
що й класичний розподiл. Це випливає з того, що функцiя sin2 πnx

a швидко
осцилює при змiнi x та при iнтегруваннi по будь-якому кiнцевому iнтервалу
може бути замiнена на 1/2.

Хвильова функцiя (1.3.10) має певну парнiсть вiдносно точки x = a
2 :

ψn(x) = (−1)nψn(a− x); x′ = x− a

2
; ψn(−x′) = (−1)nψn(x

′).
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Основному стану завжди вiдповiдає парна ХФ.
При n � 1 вiдстань мiж сусiднiми рiвнями йде до нуля, i дискретнiсть

рiвнiв зникає в класичнiй границi (правило вiдповiдностi)

En+1 − En

En
=

n+ 3

(n+ 1)2
∼ 1

n
→ 0, n� 1.

1.3.3. Частинка у тривимiрнiй потенцiальнiй ямi не-
скiнченної глибини (тривимiрний потенцiальний
ящик)

U(x, y, z) =

{
0, 0 ≤ x ≤ a1, 0 ≤ y ≤ a2, 0 ≤ z ≤ a3;
∞, x < 0, x > a1, y < 0, y > a2, z < 0, z > a3.

На рис. 1.4 показано схематичне зображення тривимiрного потенцiально-
го ящика. Задача нами фактично вже розв’язана. Пiсля подiлу змiнних у

Рис. 1.4: Потенцiальний ящик зi сторонами a1, a2, a3

декартових координатах

− ~2

2m

d2ψi(xi)

dx2
i

+ U(xi)ψi(xi) = Eiψi(xi).
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розв’язуємо задачу про одновимiрну яму нескiнченної глибини

ψ′′i (xi) + k2
iψi(xi) = 0; k2

i =
2mEi

~2
;

ψi(0) = ψi(ai); i = 1, 2, 3.

ψni(xi) =

√
2

ai
sin

π(n′i + 1)xi
ai

=

√
2

ai
sin

πnixi
ai

; n′i + 1 = ni

ni = 1, 2, 3....

i записуємо розв’язок

ψn1n2n3
(x, y, z) = ψn1

(x) · ψn2
(y) · ψn3

(z) =

=

(
23

a1a2a3

)1/2

sin
πn1x1

a1
sin

πn2x2

a2
sin

πn3x3

a3
;

En1n2n3
=

~2

2m

(
n2

1

a2
1

+
n2

2

a2
2

+
n2

3

a2
3

)
; ni = 1, 2, 3....

Нехай a1 = a2 = a3 = a – «кубiчний ящик»

ψn1n2n3
(x, y, z) = ψn1

(x) · ψn2
(y) · ψn3

(z) =

(
2

a

)3/2

sin
πn1x1

a
sin

πn2x2

a
sin

πn3x3

a
;

En1n2n3
=

~2

2ma

(
n2

1 + n2
2 + n2

3

)
; ni = 1, 2, 3....

Основний стан iз квантовими числами n1 = n2 = n3 = 1 є невиродженим.
У випадку кубiчного ящика значенням квантових чисел n1 = n2 = 1,

n3 = 2 або n1 = 1, n2 = 2, n3 = 1 або n1 = 2, n2 = n3 = 1 вiдповiдає одна
i та сама енергiя, але три рiзнi хвильовi функцiї. Рiвень енергiї трикратно
вироджений. Випадкове виродження в кубiчному ящику – збiг енергiй станiв
з рiзною симетрiєю. Наприклад, n1 = n2 = 1; n3 = 5; n1 = n2 = n3 = 3,
52 + 1 + 1 = 3× 32 = 27.

1.3.4. Квантовий гармонiчний осцилятор (лiнiйний
осцилятор)

Малi гармонiчнi коливання зустрiчаються у всiх роздiлах фiзики. Розгля-
немо наближено рух у полi потенцiальної ями поблизу точки стiйкої рiвноваги
за умови, що розкладання U(x) має вигляд

U(x) ≈ U(x0) +

(
dU

dx

)
0

(x− x0) +
1

2

(
d2U

dx2

)
0

(x− x0)
2;
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dU

dx

)
0

= 0;

(
d2U

dx2

)
0

= k > 0.

Прикладами малих коливань є: коливання атомiв у молекулi, тепловий
рух у кристалах. Гармонiчнi коливання, вони ж малi коливання, вони ж лi-
нiйнi коливання. Це малi коливання поблизу положення стiйкої рiвноваги в
гармонiчному наближеннi, якщо потенцiальна енергiя має мiнiмум у точцi
x=x 0 i розкладання поблизу точки мiнiмуму починається iз квадратичного
по x–x 0 доданка. Вважаємо далi для зручностi U 0=0, x 0=0

U(x) =
kx2

2
=
mω2x2

2
; ω2 =

k

m
,

ω2 – власна частота (вiдома iз класичної механiки):
ẍ+ ω2x = 0; ω2 = k

m – класичне рiвняння малих коливань.
Розв’язуємо стацiонарне РШ

− ~2

2m

d2ψ(x)

dx2
+
mω2x2

2
ψ(x) = Eψ(x).

Жодних особливостей потенцiальна енергiя не має, тому до ХФ
пред’являється тiльки умова згасання при x → ±∞. Зручно перейти
до безрозмiрних змiнних

−
(

~
mω

)
d2ψ(x)

dx2
+
(mω

~

)
x2ψ(x) =

(
2E

~ω

)
ψ(x).

z =
(mω

~

)1/2

x; ε =
E

~ω
.

ψ′′(z) + (2ε− z2)ψ(z) = 0. (1.3.11)

Розглядаємо граничний випадок великих за модулем значень z, щоб зна-
йти асимптотику ХФ. Наближене РШ

ψ′′(z)− z2ψ(z) ≈ 0

розв’язуємо наближено, тому вiдкинемо деякi доданки, як показано нижче.
Шукаємо розв’язок у виглядi

ψ ≈ eαz
2

; ψ′ ≈ 2αzeαz
2

; ψ′′ ≈
[
4α2z2 + 2α

]
eαz

2

;(
4α2 − 1

)
z2 ≈ 0; α = ±1

2 .

Вибираємо тiльки α = −1
2 з урахуванням умови згасання ХФ при z → ±∞.

З урахуванням асимптотики ψ(z) ∼ exp(−z2
/

2) розв’язок точного РШ
(1.3.11) шукаємо у виглядi

ψ(z) = e−
z2

2 f(z).
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Обчислюємо другу похiдну

ψ′ = −ze− z
2

2 f(z) + e−
z2

2 f ′(z);

ψ′′ =
[(
z2 − 1

)
f(z)− 2zf ′(z) + f ′′(z)

]
e−

z2

2 .

Отримаємо рiвняння для функцiї f(x):

f ′′(z)− 2zf ′(z) + (2ε− 1)f(z) = 0. (1.3.12)

Рiвняння (1.3.12) – це рiвняння для полiномiв Ермiта. Його розв’язок шука-
ємо у виглядi полiнома по ступенях z

f(z) =
∞∑
k=0

akz
k

∣∣∣∣∣× (2ε− 1);

f ′(z) =
∞∑
k=0

kakz
k−1

∣∣∣∣∣× (−2z);

f ′′(z) =
∞∑
k=0

k(k − 1)akz
k−2 =

∞∑
k=2

k(k − 1)akz
k−2 =

=
∞∑
k=0

(k + 2)(k + 1)ak+2z
k

∣∣∣∣∣× 1;

∞∑
k=0

[(k + 2)(k + 1)ak+2 − (2k + 1− 2ε)ak] z
k = 0;

ak+2 =
(2k + 1− 2ε)

(k + 2)(k + 1)
ak. (1.3.13)

З (1.3.13) видно, що зв’язанi мiж собою тiльки ak з k однакової парностi. Два
коефiцiєнти a0 та a1 – це довiльнi сталi. Як i повинно бути для лiнiйного
диференцiального рiвняння другого порядку, їх двi: a0 та a1. Дослiджуємо
асимптотичну поведiнку (1.3.13) при k � 1. Наприклад, для парних k = 2l
маємо

ak+2 ≈
2

k
ak =

2

2l
a2l =

1

l
a2l =

1

l(l − 1)
a2(l−1) = ... =

1

l!
a0;

f(z) ≈ a0(1 + z2 +
1

2!
z4 + ...

1

l!
z2l + ...) = a0e

z2

.

ХФ ψ(z) ≈ a0e
+ z2

2 → ∞, if z → ±∞! Ряд треба обiрвати, щоб задовольнити
умовi скiнченностi ХФ при z → ±∞.
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Нехай при k = n an 6= 0, а an+2 = 0. З рекурентного спiввiдношення
(1.3.13) знаходимо спектр можливих значень енергiї

2n+ 1− 2ε = 0; ε = n+
1

2
;

En = ~ω
(
n+

1

2

)
, n = 0, 1, 2, ...

Стану з найменшою енергiєю вiдповiдає n = 0. Енергiя «нульових» коливань

E0 =
~ω
2
.

Полiноми Ермiта та деякi рекурентнi спiввiдношення та iнтеграли:

H ′′n(z)− 2zH ′n(z) + 2nHn(z) = 0;

ak+2 =
2(k − n)

(k + 2)(k + 1)
ak;

Hn(z) = (−1)nez
2 dn

dzn

(
e−z

2
)

= (2z)n − n(n− 1)

1
(2z)n−2 +

n(n− 1)(n− 2)(n− 3)

1 · 2
(2z)n−4 − ...;

H0 = 1; H1 = 2z; H2 = 4z2 − 2; H3 = 8z3 − 12z; H4 = 16z4 − 48z2 + 12;∫ ∞
−∞

e−z
2

Hm(z)Hn(z)dz = 2nn!
√
πδmn.

Нормована на одиницю ХФ має вигляд

ψn(x) =
(mω
π~

)1/4 1√
2nn!

e−
mω
2~ x

2

Hn

(
x

√
mω

~

)
. (1.3.14)

Енергiя:

En = ~ω
(
n+

1

2

)
, n = 0, 1, 2, ... (1.3.15)

«Нульовi коливання» вiдбуваються при n=0 в основному станi. ХФ не
обертається у нуль при n=0 усерединi ями жодного разу, при n=1 обертається
в нуль один раз, при n=2 – два рази i т.д. Число нулiв хвильової функцiї
дорiвнює квантовому числу. Це загальна властивiсть одномiрного руху. Це i
є осциляцiйна теорема: число нулiв ХФ усерединi ями дорiвнює квантовому
числу.

Дуже важливо, що ХФ вiдмiнна вiд нуля й у класично недоступнiй обла-
стi, у якiй кiнетична енергiя класичної частинки вiд’ємна.

На рис. 1.5 показанi хвильовi функцiї для перших 10 рiвнiв осцилятора.
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Рис. 1.5: Рiвнi енергiї та хвильовi функцiї осцилятора у безрозмiрних одини-
цях

1.3.5. Вiдбиття та проходження через потенцiальний
бар’єр

Прямокутна сходинка (Potential Step)

У класичнiй механiцi частинка рухається тiльки в областi E − U(x) ≥
0, тобто безперешкодно проходить над бар’єром зi зменшеною кiнетичною
енергiєю, а при E − U(x) < 0 вiдбивається повнiстю вiд сходинки.

Розглянемо рух в полi прямокутної потенцiальної сходинки (див. рис. 1.6):

U(x) =

{
U1, x < 0;
U2, x ≥ 0.

− ~2

2m
ψ′′ + U(x)ψ = Eψ.

На рис. 1.6 вибрали 0 < U1 < U2 та видiлили 2 областi, у яких РШ має
рiзний вигляд, тому що в точцi x = 0 стрибком змiнюється потенцiальна енер-
гiя. У РШ входить друга похiдна вiд ХФ. У точцi x = 0 вона має скiнченний
стрибок. Отже, перша похiдна в цiй точцi змiнюється безперервно. ХФ – зав-
жди безперервна. Маємо такi граничнi умови в точцi стрибка (iндексами 1 i
2 вiдзначили ХФ в областях 1 i 2 вiдповiдно):

ψ1(0) = ψ2(0); ψ′1(0) = ψ′2(0). (1.3.16)

Плюс умови скiнченностi ХФ при x→ ±∞.
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Рис. 1.6: Прямокутна сходинка

Розглядаємо окремо два випадки: а) U1 < E < U2 i б) енергiя частинки
вище висоти сходинки E > U2.

Спочатку вивчимо тунельний ефект – проникнення квантової частинки в
класично недоступну область U1 < E < U2 (випадок (а)):

(1) ψ′′ + k2
1ψ = 0; k2

1 = 2m(E−U1)
~2 ;

(2) ψ′′ − κ2
2ψ = 0; κ2

2 = 2m(U2−E)
~2 .

(1.3.17)

{
ψ1 = A1e

ik1x +B1e
−ik1x;

ψ2 = A2e
κ2x +B2e

−κ2x; A2 = 0!

Скiнченнiсть ХФ при x→ +∞ вимагає, щоб A2 = 0. Умова скiнченностi ХФ
при x→ −∞ виконана автоматично. Залишається 3 невiдомi коефiцiєнти та
2 граничнi умови:{

A1 +B1 = B2;
ik1(A1 −B1) = −κ2B2;

{
B1 −B2 = −A1;
B1 + iκ2

k1
B2 = A1.

ψ1 = A1

(
eik1x + k1−iκ2

k1+iκ2
e−ik1x

)
= A1

(
eik1x + e−ik1x+δ

)
;

ψ2 = 2k1

k1+iκ2
A1e

−κ2x;
∣∣∣k1−iκ2

k1+iκ2

∣∣∣ = 1;

eiδ = cos δ + i sin δ = k1−iκ2

k1+iκ2
; tgδ = 2k1κ2

k2
1−κ2

2
.

(1.3.18)

З (1.3.18) видно, що частинка проникає в класично недоступну область iз
iмовiрнiстю

|ψ2|2 ∼
k2

1

(k2
1 + κ2

2)
e−2κ2x,

а вiдбита хвиля має змiщення фази δ щодо падаючої хвилi.
Глибина проникнення ∆x ∼ 1/κ2. Зi спiввiдношення невизначеностi:

∆x ·∆p >∼ h; ∆p >∼ hκ; ∆Eкiн. ∼
∆p2

2m
>∼ h2κ2

2m
> U2 − E.
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Невизначенiсть кiнетичної енергiї бiльше, нiж та енергiя, якої не вистачає,
щоб подолати бар’єр при U1 < E < U2. Частинка проникає «за бар’єр», але
потоку частинок немає:

D = 0, R = 1.

У випадку сходинки (бар’єра нескiнченної ширини) є повне вiдбиття хвилi.
Амплiтуди у падаючої та вiдбитої хвиль однаковi. Спектр енергiй безперерв-
ний. Рух iнфiнiтний (обмежений тiльки з однiєї сторони). Виродження рiвнiв
немає.

Надбар’єрне вiдбиття E > U2 (випадок (б)):

(1) ψ′′ + k2
1ψ = 0; k2

1 = 2m(E−U1)
~2 ;

(2) ψ′′ + k2
2ψ = 0; k2

2 = 2m(E−U2)
~2 .

Розв’язки в обох областях мають однаковий вигляд, але з рiзними k1,2{
ψ1 = A1e

ik1x +B1e
−ik1x;

ψ2 = A2e
ik2x +B2e

−ik2x;

i задовольняють автоматично умовi скiнченностi на плюс-мiнус нескiнчен-
ностi. 4 довiльнi коефiцiєнти пов’язано 2 граничними умовами. Це означає,
що 2 коефiцiєнти залишаються довiльними. Даному значенню енергiї буде
вiдповiдати 2 рiзнi ХФ. Рух є iнфiнiтним в обидвi сторони. Рiвнi енергiї в
цiй областi енергiй дворазово виродженi. Не обмежуючи загальностi, може-
мо вважати, що B2 = 0 – немає потоку частинок праворуч вiд сходинки. Iз
граничних умов (1.3.11) випливає, що{

A1 +B1 = A2;
A1 −B1 = k2

k1
A2;

{
−B1 + A2 = A1;
B1 + k2

k1
A2 = A1;

A2 =
2

1 + k2

k1

; B1 =
1− k2

k1

1 + k2

k1

.

Визначимо коефiцiєнт прозоростi як

D =
|~jtransmitted|
|~jincidental|

(1.3.19)

та коефiцiєнт вiдбиття як

R =
|~jreflected|
|~jincidental|

. (1.3.20)

Знаходимо коефiцiєнт прозоростi та коефiцiєнт вiдбиття

D =
k2

k1

|A2|2

|A1|2
=

4k1k2

(k1 + k2)2
; R =

|B1|2

|A1|2
=

(k1 − k2)
2

(k1 + k2)2
.

Граничнi випадки: E → U1 + 0, D → 0, R→ 1; E →∞, D → 1, R→ 0.
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Коефiцiєнти прозоростi та вiдбиття не залежать вiд напрямку потоку ча-
стинок (лiворуч праворуч або праворуч лiворуч). Це справедливо завжди, а
не тiльки для сходинки.

In English: Incidental wave, transmitted wave, reflected wave
Transmission coefficient, Reflection coefficient

Прямокутний бар’єр (Rectangular barrier) скiнченної ширини

Розглянемо прямокутний потенцiйний бар’єр (див. рис. 1.7). Його потен-

Рис. 1.7: Прямокутний бар’єр

цiальна енергiя запишеться як

U(x) =

 0,
U,
0,

x < 0
0 ≤ x ≤ a
x > 0

Розглянемо спочатку тунелювання через бар’єр при 0 < E < U .
У першiй та третiй областях маємо РШ для вiльної частинки:

(1), (3) − ~2

2m

d2ψ

dx2
= Eψ, ψ′′ + k2ψ = 0, k =

√
2mE

~
i такi його розв’язки: {

ψ1 (x) = A1e
ikx +B1e

−ikx;
ψ3 (x) = A3e

ikx +B3e
−ikx.

В областi (1.3.12) маємо рiвняння:

− ~2

2m

d2ψ

dx2
+ Uψ = Eψ, ψ′′ − κ2ψ = 0, κ =

√
2m(U − E)

~
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i наступний розв’язок:

ψ2(x) = A2e
κx +B2e

−κx.

У ХФ в областi (2) можна й потрiбно залишити обидва коефiцiєнти, тому
що це cкiнченна область 0 ≤ x ≤ a. Таким чином, 6 коефiцiєнтiв зв’язанi 4
граничними умовами в точках 0 та a:

ψ1(0) = ψ2(0); ψ′1(0) = ψ′2(0); ψ2(a) = ψ3(a); ψ′2(a) = ψ′2(a).

На нескiнченностi умови ХФ ψ(x → ±∞) – скiнченна – виконанi авто-
матично. Як i ранiше будемо вважати, що немає потоку частинок справа вiд
бар’єра, i покладемо B3 = 0.

ψ(x) =

 A1e
ikx +B1e

−ikx

A2e
κx +B2e

−κx

A3e
ik(x−a)

x < 0
0 ≤ x ≤ a
x > a{

A1 +B1 = A2 +B2;
ik (A1 −B1) = κ (A2 −B2) ;

{
A2e

ka +B2e
−ka = A3e

ika;
κ
(
A2e

ka −B2e
−ka) = ikA3e

ika.{
A2 +B2 = A1 +B1;

A2 −B2 = κ
ik (A1 −B1) ;

{
A2e

ka +B2e
−ka = A3;

A2e
ka −B2e

−ka = ik
κA3.{ (

1 + ik
κ

)
A1 +

(
1− ik

κ

)
B1 =

(
1 + ik

κ

)
eκaA3;(

1− ik
κ

)
A1 +

(
1 + ik

κ

)
B1 =

(
1− ik

κ

)
e−κaA3;

2ik

κ
A1 =

(
k2 − κ2

κ2
shκa+

2ik

κ
chκa

)
A3;

D =
|A3|2

|A1|2
=

4k2

κ2

1(
k2−κ2

κ2

)2
sh2κa+ 4k2

κ2 ch2κa
; ch2κa = 1 + sh2κa;

D =
1

1 +
(
k2+κ2

2kκ

)2
sh2κa

. (1.3.21)

Для слабко прозорого бар’єра κa � 1, shκa ≈ 1
2e
κa, тому коефiцiєнт прозо-

ростi

D ≈ 16k2κ2

(k2 + κ2)2
e−2κa.

Нехай κ → 0 в (1.3.21). До якого значення наближається коефiцiєнт прозо-
ростi? Вiдповiдь: D → 1

1+ (ka)2

4

.

З тунельним проходженням через бар’єр зв’язаний альфа-розпад, яви-
ще спонтанного розпаду ядер, холодна емiсiя електронiв з поверхнi металу в
сильному електричному полi.
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Надбар’єрне вiдбиття. При E > U в другiй областi розв’язок має вигляд

ψ2 = A2e
ik2x +B2e

−ik2x, κ = ik2.

Коефiцiєнт прозоростi отримаємо замiною в (1.3.21) κ→ ik2

D =
1

1 +
(
k2−k2

2

2kk2

)2

sin2k2a
. (1.3.22)

При надбар’єрному вiдбиттi можливо повне (резонансне) проходження за
умови, що в (1.3.15) знаменник дорiвнює 1:

sink2a = 0, k2a = πn, n = 1, 2, 3...

En = U + π2~2n2

2ma2 ; D = 1; R = 0.
(1.3.23)

Вiртуальнi рiвнi – повна прозорiсть прямокутного бар’єра при нескiнченному
дискретному наборi енергiй. На рис. 1.8 показанi графiки залежностi коефi-
цiєнта прозоростi та коефiцiєнта вiдбиття прямокутного бар’єра вiд енергiї y
довiльних одиницях.

Рис. 1.8: Коефiцiєнти прозоростi D та вiдбиття R для прямокутного бар’єра.
Енергiя – в довiльних одиницях

1.3.6. Загальнi властивостi одновимiрного руху
При одновимiрному русi енергетичний спектр може бути як дискретним,

так i неперервним.
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Якщо спектр дискретний, то ХФ квадратично iнтегрувальна на дiйснiй
осi

∫∞
−∞ |ψ|

2dx = 1,⇒, ψ(x → ±∞) → 0. Рух є фiнiтним. Це випадок
потенцiальної ями. Рiвнi енергiї невиродженi.

В разi дискретного спектра виконується осциляцiйна теорема: число
вузлiв (нулiв) ХФ = номеру рiвня (n=0,1,2,. . . ).

Якщо частинка може рухатися iнфiнiтно, то спектр енергiй неперерв-
ний, а ХФ квадратично неiнтегрувальна. Це випадок тунелювання, а також
надбар’єрного вiдбиття, як вiд ями, так i вiд бар’єра (сходинки).

Якщо рух iнфiнiтний в одному напрямку, то рiвнi енергiї невиродженi.
Якщо рух iнфiнiтний у двох напрямках, то рiвнi енергiї дворазово виродженi.

1.4. Математичний апарат квантової механiки

1.4.1. Основнi вiдомостi з теорiї лiнiйних просторiв та
теорiї лiнiйних операторiв

1. Визначення лiнiйного простору. Задано двi дiї: додавання й множення
на число, якi не виводять за межi множини елементiв M та задовольняють
4-м аксiомам кожне.

Додавання

f + g = w; f, g, w ∈M ;
1).f + g = g + f ; 2).(f + g) + h = f + g + h; 3).f + 0 = f ; 4).f + (−f) = 0.

Множення на число

g = λf ; f, g ∈M ;
1). 1 · f = f ; 2). α(βf) = (αβ)f ; 3). α(f + g) = αf + αg;

4). (α + β)f = αf + βf.

Декiлька прикладiв лiнiйних просторiв:

V3 – тривимiрний простiр векторiв, Kn – простiр впорядкованих числових
послiдовностей

f =


f1

f2
...
fn

 ; f ∗ = (f ∗1 , f
∗
2 , ..., f

∗
n),

R(a, b) – простiр функцiй дiйсної змiнної x, неперервних на вiдрiзку a ≤ x ≤ b,

Pn – простiр полiномiв ступеня не вище n.
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2. Лiнiйна комбiнацiя векторiв:

f = α1f1 + α2f2 + ...+ αkfk.

Лiнiйна залежнiсть системи векторiв: iснує такий набiр αi, i = 1, 2, ..., k,
серед яких є нерiвнi нулю, а лiнiйна комбiнацiя f = 0.

Лiнiйна незалежнiсть системи векторiв: лiнiйна комбiнацiя f = 0 тодi й
тiльки тодi, коли всi αi = 0, i = 1, 2, ..., k . Розмiрнiсть лiнiйного просто-
ру – максимальна кiлькiсть лiнiйно незалежних векторiв. Базис – будь-яка
система з n лiнiйно незалежних векторiв.

3. Простiр називається метричним, якщо в ньому заданий скалярний
добуток. Кожнiй парi векторiв ставиться у вiдповiднiсть комплексне число:
(ϕ, ψ) = λ, яке називається скалярним добутком двох векторiв. Якщо цей
добуток задовольняє 4 аксiомам:

(а) (f, g) = (g, f)∗;

(б) (f1 + f2, g) = (f1, g) + (f2, g);

(в) (f, αg) = α(f, g);

(г) (f, f) ≥ 0, (f, f) = 0, тодi i тiльки тодi, коли f = 0,

простiр називається евклiдовим.

4. Два важливi приклади скалярних добуткiв
Евклiдiв простiр впорядкованих числових послiдовностей Kn.

(f, g) =
n∑
i=1

f ∗i gi.

Має розмiрнiсть n. Його ортонормований базис:

(ei, ek) = δik =

{
1, i = k;
0, i 6= k;

i, k = 1, 2, ...n.

Гiльбертiв простiр – це нескiнченновимiрний евклiдiв простiр. Позначається
як L2. Це простiр функцiй, квадратично iнтегрованих на дiйснiй осi −∞ <
x <∞:

(ϕ, ψ) =

∫ +∞

−∞
ϕ∗(x)ψ(x)dx; (ϕ, ϕ) =

∫ +∞

−∞
|ϕ(x)|2dx <∞.

Поняття повної системи функцiй для нескiнченновимiрних просторiв (уза-
гальнення поняття базису): це система функцiй, по якiй довiльну функцiю,
яка належить даному простору, можна розкласти в ряд Фур’є.
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5. Визначення лiнiйного оператора L̂ (αf + βg) = αL̂f + βL̂g. Лiнiйнiсть
операторiв квантової механiки забезпечує виконання принципу суперпозицiї.

6. Способи завдання лiнiйних операторiв: правило вiдповiдностi, iнте-
гральна форма, матрична форма.

Правило вiдповiдностi (приклади лiнiйних операторiв):

(а) Îψ(x) = ψ(−x) – оператор iнверсiї (вiдбиття);

(б) T̂aψ(x) = ψ(x+ a) – оператор трансляцiї (зсуву);

(в) M̂cψ(x) =
√
Cψ(Cx), C > 0 – оператор змiни масштабу;

(г) K̂ψ(x) = ψ∗(x) – оператор комплексного спряження;

(д) P̂12ψ(x1, x2) = ψ(x2, x1) – оператор перестановки двох координат;

(е) x̂ = x; d̂ = d
dx – оператор диференцiювання;

(ж) ∇ =~i ∂∂x +~j ∂
∂y + ~k ∂

∂z – оператор «набла»;

(и) ∆ = ∇ · ∇ = ∇2 = ∂2

∂x2 + ∂2

∂y2 + ∂2

∂z2 – оператор Лапласа.

Оператори-матрицi: f̃i =
∑n

k=1 Likfk, Lik. – матриця оператора.

Iнтегральнi оператори: ϕ̃(x) = L̂ϕ =
∫∞
−∞ L(x, x′)ϕ(x′)dx′, L(x, x′) – ядро

оператора.

7. Дiї з операторами

(а) Одиничний оператор: 1̂ = 1; 1̂f = 1 · f = f,

нульовий оператор: 0̂ = 0; 0̂f = 0 · f = 0.

(б) Сума операторiв:

(Â+ B̂)ψ = Âψ + B̂ψ = B̂ψ + Âψ = (B̂ + Â)ψ; Â+ B̂ = B̂ + Â.

(в) Добуток операторiв:

ÂB̂ψ = Â(B̂ψ); B̂Âψ = B̂(Âψ); ÂB̂ 6= B̂Â!

(г) Комутатор двох операторiв: [Â, B̂] = ÂB̂ − B̂Â,
i антикомутатор: [Â, B̂]+ = ÂB̂ + B̂Â.

(д) Обернений оператор: Â−1Â = ÂÂ−1 = 1.

Нормальний оператор – оператор, що має обернений, який комутує з ви-
хiдним оператором: [Â−1, Â] = 0.

Оператор, обернений до добутку операторiв: Â та B̂

(ÂB̂)−1 = B̂−1Â−1.
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(е) Визначення ермiтово-спряженого оператора:

(ϕ, Âψ) = (ψ, Â†ϕ)∗ = (Â†ϕ, ψ).

З самого визначення ермiтово-спряженого оператора випливає, що:

(L̂†)† = L̂; (αL̂)† = α∗L̂†; (ÂB̂)† = B̂†Â†.

Матриця ермiтово-спряженого оператора – це транспонована комплексно-
спряжена матриця (A†)ik = A∗ki.

Аналогiчно для ядра довiльного оператора: L†(x, x′) = L∗(x′, x).

(ж) Визначення ермiтового (самоспряженого) оператора: L̂† = L̂. Анти-
ермiтiв оператор: L̂† = −L̂.

Будь-який оператор можна представити у виглядi суми ермiтової та
антиермiтової частин

Â = M̂ + iN̂ ; M̂ =
1

2

(
Â+ Â†

)
; N̂ =

i

2

(
Â† − Â

)
.

Матриця ермiтового оператора має дiйснi елементи по головнiй дiагоналi, а
всi iншi елементи задовольняють рiвностi Lki = L∗ik.

Для ядра ермiтового оператора виконується спiввiдношення L(x, x′) =
L∗(x′, x).

(и) Визначення унiтарного оператора Û †Û = Û Û † = 1, Û−1 = Û †.

Для унiтарних матриць виконується спiввiдношення

(Û †)ikÛkl = U ∗kiUkl = δil; U ∗ikUlk = δil

– сума добуткiв рiзних рядкiв (стовпцiв) дорiвнює 0, а сума квадратiв модулiв
елементiв одного рядка (стовпця) дорiвнює 1. Визначник унiтарної матрицi
|DetÛ | = 1.

8. Рiвняння на власнi функцiї (ВФ) i власнi значення (ВЗ)

Âψ = λψ

.

(а) Властивостi ВЗ i ВФ ермiтового оператора. ВЗ – дiйснi, ВФ – орто-
нормованi. Наведемо доведення.

L̂ψn = λnψn; L̂ψm = λmψm;

(ψm, L̂ψn) = (ψn, L̂ψm)∗; (ψm, λnψn) = (ψn, λmψm)∗;
λn(ψm, ψn) = λ∗m(ψm, ψn); (λn − λ∗m)(ψm, ψn) = 0;
m = n, (ψn, ψn) > 0,⇒ λn = λ∗n;
m 6= n, λn − λm 6= 0, (λn − λm)(ψm, ψn) = 0,⇒ (ψm, ψn) = 0.
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З урахуванням нормування на одиницю маємо ортонормовану систему вла-
сних функцiй (ψm, ψn) = δmn. Умова ортонормування – це умова повноти
системи функцiй.

(б) Властивостi ВФ унiтарного оператора. ВЗ за модулем дорiвнюють 1.

Ûψ = λψ;

(ψ, Û †Ûψ) = (ψ, ψ); (Ûψ, Ûψ) = (ψ, ψ);
(λψ, λψ) = (ψ, ψ); |λ|2 = 1; λ = eiα, α− дiйсне число.

(в) Унiтарне перетворення (аналог канонiчного перетворення в класичнiй
механiцi):

â = Û †ÂÛ ; ϕ = Û †ψ;

Â = Û âÛ †; ψ = Ûϕ.

Унiтарне перетворення зберiгає ермiтовiсть:

L̂† = L̂; l̂ = Û †L̂Û ; l̂† = (Û †L̂Û)† = Û †L̂†Û = Û †L̂Û = l̂.

Зберiгає ВЗ:

L̂ψ = λψ;

(Û †L̂ψ) = λ(Û †ψ); (Û †L̂Û)(Û †ψ) = λ(Û †ψ);

l̂ϕ = λϕ.

Зберiгає комутацiйнi спiввiдношення

[L̂, M̂ ] = N̂ ; L̂M̂ − M̂L̂ = N̂ ;

Û †L̂M̂Û − Û †M̂L̂Û = Û †N̂Û ; Û †L̂Û Û †M̂Û − Û †M̂ÛÛ †L̂Û = Û †N̂Û ;

l̂m̂− m̂l̂ = n̂; [l̂, m̂] = n̂.

Зберiгає матричнi елементи операторiв

(ψ1, L̂ψ2) = (ψ1, Û Û
†L̂Û Û †ψ2) = (Û †ψ1, Û

†L̂Û Û †ψ2) = (ϕ1, l̂ϕ2).

1.4.2. Елементи теорiї зображень
Ермiтовi оператори з дискретним спектром мають повну систему функцiй

L̂ψn = λnψn, λn = λ∗n, (ψm, ψn) = δmn. (1.4.1)

Довiльну функцiю простору L2 можна представити у виглядi розкладання
в ряд Фур’є по ВФ ермiтового оператора з дискретним спектром

ψ(x) =
∑
n

Cnψn(x); Cn = (ψn, ψ) =

∫
ψ∗n(x)ψ(x)dx. (1.4.2)
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Набiр коефiцiєнтiв {Cn} «мiстить» ту ж iнформацiю про властивостi кван-
тової системи, що й вихiдна хвильова функцiя ψ(x). Можна довести, що кое-
фiцiєнти Cm вiднормованi на 1 (це ще один зi способiв запису умови повноти
системи функцiй):

1 = (ψ, ψ) =
∑

n,n′ C
∗
nCn′(ψn, ψn′) =

∑
n,n′ C

∗
nCn′δnn′ =

∑
n |Cn|2;∑

n |Cn|2 = 1.

Пiдставимо коефiцiєнти Cn в розкладання ψ(x). Отримаємо

ψ(x) =
∑

n(ψn, ψ)ψn(x) =
∑

n

(∫
ψn(x

′)ψ(x′)dx′
)
ψn(x) =

=
∫

(
∑

n ψn(x
′)ψn(x))ψ(x′)dx′;

L̂ψ =
∫
L(x, x′)ψ(x′)dx′.

Сума
∑

n ψn(x
′)ψn(x) являє собою ядро одиничного оператора:∑

n

ψn(x
′)ψn(x) = δ(x− x′). (1.4.3)

Це знов-таки умова повноти системи власних функцiй ермiтововго оператора.
Ядро одиничного оператора називають дельта-функцiєю Дiрака.

1.4.3. Властивостi дельта-функцiї Дiрака

Дельта-функцiя вiдноситься до класу так званих узагальнених функцiй.
Поводиться незвичайним чином:

δ(x) =

{
∞, x = 0;
0, x 6= 0;

∫ +∞

−∞
δ(x)dx = 1.

Увага! Нам важливо тiльки те, щоб точка x=0 була усерединi границь
iнтегрування. Самi границi можуть бути кiнцевими.

1. Парна функцiя: δ(−x) = δ(x).

2. f(a) =
∫ +∞
−∞ f(x)δ(x − a)dx (можна розглядати як визначення дельта-

функцiї).
3. δ(αx) = 1

|α|δ(x).

4. δ(~r) = δ(x)δ(y)δ(z).

Апроксимацiя дельта-функцiї

lim
α→0

(
α

x2 + α2

)
= πδ(x).
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Знайдемо матрицю оператора M̂ в дискретному L̂-зображеннi

ψ(x) =
∑
n

Cnψn(x); M̂ψ(x) =
∑
n

CnM̂ψn(x) =
∑
n

C̃nψn(x);

C̃n = (ψn, M̂ψ(x)) =
∑
n′

Cn′(ψn, M̂ψn′) =
∑
n′

Mnn′Cn′;

C̃n = Mnn′Cn′, Mnn′ = (ψn, M̂ψn′).

Mnn′ – матричнi елементи оператора M̂ в дискретному L-зображеннi (зобра-
женнi ВФ оператора L̂).

Матриця оператора у своєму власному зображенi дiагональна. По голов-
нiй дiагоналi стоять ВЗ

L̂ψn = λnψn; Lmn = (ψm, L̂ψn) = λn(ψm, ψn) = λnδmn.

1.4.4. Неперервне зображення
У ермiтового оператора з неперервним спектром L̂ψλ = λψλ ВФ нормую-

ться на дельта-функцiю (умова повноти)

(ψλ, ψλ′) =

∫
ψ∗λ(x), ψλ′(x)dx = δ(λ− λ′).

Розкладання по ВФ оператора з безперервним спектром – це розкладання в
iнтеграл Фур’є

ψ(x) =

∫
C(λ)ψλ(x)dλ; Cλ = C(λ) = (ψλ, ψ) =

∫
ψ∗λ(x)ψ(x)dx.

Ще одна умова повноти:∫
ψ∗λ(x)ψλ(x

′)dλ = δ(x− x′).

ψ(x) та C(λ) – «рiвноправнi» способи опису хвильової функцiї. ХФ C(λ),
нормована на 1:

∫
|C(λ)|2dλ = 1 за умови, що

∫
|ψ(x)|2dx = 1.

Ядро оператора M̂ в неперервному L-зображеннi

M̂ψ(x) =

∫
C(λ)M̂ψλ(x)dλ =

∫
C̃(λ)ψλ(x)dλ;

C̃(λ) = (ψλ, M̂ψ) =

∫
ψ∗λ(x)

(∫
C(λ′)M̂ψλ′(x)dλ′

)
dx =

=

∫
C(λ′)

(∫
ψ∗λ(x)M̂ψλ′(x)dx

)
dλ′ =

∫
M(λ, λ′)C(λ′)dλ′

M(λ, λ′) =

∫
ψ∗λ(x)M̂ψλ′(x)dx.



1.4. Математичний апарат квантової механiки 43

Ядро оператора у власному зображеннi

L(λ, λ′) = (ψλ, L̂ψλ′) = λ′(ψλ, ψλ′) = λ′δ(λ− λ′).
Оператор у своєму власному зображеннi – це оператор множення

L̂C(λ) =

∫
L(λ, λ′)C(λ′)dλ′ =

∫
λ′δ(λ− λ′)C(λ′)dλ′ = λC(λ).

Оператор координати в координатному зображеннi, очевидно, є x̂ = x.
Перехiд вiд одного зображення до iншого – це унiтарне перетворення.

Воно виконується у випадку дискретного зображення за допомогою унiтарної
матрицi (оператора) Û .

Cn = Û †ψ = (ψn, ψ) =

∫
ψ∗n(x)ψ(x)dx;

â = Û †ÂÛ ; amn =

∫
ψ∗m(x)Âψn(x)dx.

Якщо вдається знайти таке унiтарне перетворення, яке дiагоналiзує матрицю
оператора, то ми знаходимо ВЗ та ВФ оператора Â. Унiтарне перетворення
– це квантовий аналог канонiчного перетворення в класичнiй механiцi.

1.4.5. Фiзичнi величини та оператори
1. Кожнiй квантовомеханiчнiй величинi A ставиться у вiдповiднiсть ермi-

тiв оператор Â. Спектр оператора Â – це спектр усiх можливих (вимiрюва-
них) значень фiзичної (квантовомеханiчної) величини A.

2. Власнi функцiї (ВФ) ψA оператора Â
(
ÂψA = AψA

)
– це ВФ системи в

станi, у якому фiзична величина A має дане значення A.
Iмовiрнiсть результату вимiрювання
Нехай квантова система описується хвильовою функцiєю ψ(x) у коорди-

натному зображеннi. Iмовiрнiсть отримати при вимiрюваннi координату x в
iнтервалi x, x+ dx дорiвнює

dW = |ψ(x)|2dx; ρ(x, t) =
dW

dx
= |ψ(x)|2. (1.4.4)

У дискретному зображеннi ВФ оператора L̂ хвильова функцiя – це набiр ко-
ефiцiєнтiв {Cn}, ψ(x) =

∑
nCnψn(x). Iмовiрнiсть одержати при вимiрюваннi

власне значення λn:
Wn = |Cn|2. (1.4.5)

Нагадаємо, що
∑

n |Cn|2 = 1.
У неперервному зображеннi iмовiрнiсть отримати при вимiрюваннi фiзи-

чну величину λ в iнтервалi λ, λ+ dλ

dW = |C(λ)|2dλ. (1.4.6)
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1.4.6. Середнi значення фiзичних величин
Використовуємо звичайне визначення середнього значення з теорiї ймо-

вiрностей

L̂ψn = λnψn; ψ(x) =
∑

nCnψn(x); Wn = |Cn|2;

L̄ =
∑

n λnWn =
∑

n λn|Cn|2 =
∑

n λnCnC
∗
n

Cn = (ψn, ψ), C∗n = (ψ, ψn); L̄ =
∑

n λnCn(ψ, ψn) =
∑

nCn(ψ, λnψn)

=
∑

nCn(ψ, L̂ψn) == (ψ,
∑

n L̂Cnψn) = (ψ, L̂
∑

nCnψn).

Середнє значення оператора фiзичної величини в станi, який описується
хвильовою функцiєю ψ, визначається так:

L̄ = (ψ, L̂ψ). (1.4.7)

Скористаємося принципом вiдповiдностi та перейдемо вiд класичної фун-
кцiї Гамiльтона до квантового оператора Гамiльтона (гамiльтонiана) Hami-
ltonian. Оператор Гамiльтона – ермiтовий. Для нерелятивiстської частинки
в зовнiшньому полi функцiя Гамiльтона є сумою кiнетичної та потенцiальної
енергiї

H = T + U =
~p2

2m
+ U(~r).

Оператор Гамiльтона матиме вигляд

Ĥ = T̂ + Û ; T̂ = − ~2

2m
∆ = − ~2

2m
∇ · ∇ =

(±i~)2

2m
∇ · ∇; Û = U(~r).

Стацiонарне РШ (яке «вивели» ранiше) – це рiвняння на ВФ i ВЗ оператора
Ĥ

Ĥψ = Eψ. (1.4.8)

Оператор радiуса-вектора та оператор iмпульсу в координатному зображеннi:

~̂r = ~r = (x, y, z); x̂ = x, ŷ = y, ẑ = z;

~̂p = −i~∇ = −i~ ∂
∂~r

; p̂x = −i~ ∂
∂x
, p̂y = −i~ ∂

∂y
, p̂z = −i~ ∂

∂z
.

Гамiльтонiан системи взаємодiючих частинок у зовнiшньому полi

Ĥ =
∑
a

~̂p2
a

2ma
+
∑
a

Ua(~ra, t) + Uint. (1.4.9)
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У нерелятивiстськiй механiцi в присутностi магнiтного поля гамiльтонiан
записують через скалярний та векторний потенцiали поля у виглядi

Ĥ =
1

2m

(
~̂p− e

c
~A
)2

+ eϕ; ~E = −∇ϕ− 1

c

∂ ~A

∂t
; ~H = rot ~A.

1.5. Оператор Гамiльтона. Стацiонарнi стани

1.5.1. Власнi функцiї (ВФ) та власнi значення (ВЗ) опе-
раторiв ~̂r, ~̂p у координатному та в iмпульсному
зображеннi

Вiдшукаємо ВФ i ВЗ оператора координати у координатному зображеннi.
Скористаємося визначенням дельта-функцiї Дiрака

ψ(x) =

∫ ∞
−∞

ψ(x′)δ(x− x′)dx′.

Цей вираз можемо розглядати як розкладання довiльної функцiї за ВФ
оператора координати, тобто ВФ оператора координати – це дельта-функцiя
Cδ(x− x0) . Нормувальна константа

|C|2
∫∞
−∞ δ(x− x0)δ(x− x′0)dx = δ(x0 − x′0); |C|2δ(x0 − x′0) = δ(x0 − x′0);

|C|2 = 1.

Власнi значення та власнi функцiї оператора координати

λx = x0; −∞ < x0 <∞; ψx0
(x) = δ(x− x0). (1.5.1)

Спектр оператора координати – неперервний.
Вiдшукаємо ВФ та ВЗ оператора проекцiї iмпульсу p̂x в координатному

зображеннi

p̂xψ(x) = λpψ(x);

−i~dψdx = pψ(x); dψ
ψ = ip

~ dx; ψp(x) = Ce
i
~px;

|C|2
∫ ∞
−∞

e
i
~ (p′−p)xdx = δ(p− p′); |C|22π~δ(p− p′) = δ(p− p′).

Скористаємося формулою∫ ∞
−∞

eikxdx = 2πδ(k).
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Отримаємо нормувальну сталу |C| = 1√
2π~ .

Таким чином, ВЗ та ВФ оператора iмпульсу в координатному зображеннi

λp = p0; −∞ < p0 <∞; ψp0
(x) =

1

(2π~)1/2
e
i
~p0x. (1.5.2)

Перехiд в iмпульсне зображення також виконаємо для проекцiй операто-
рiв x̂, p̂x

x(p, p′) = (ψp, xψp′) = 1
2π~
∫∞
−∞ e

− i
~pxxe

i
~p
′xdx;

x̂C(p) =
∫∞
−∞ x(p, p′)C(p′)dp′.

Змiнюємо двiчi порядок iнтегрування та знаходимо спочатку ядро опера-
тора координати, а потiм i сам оператор координати

x(p, p′) = (ψp, xψp′) = 1
2π~
∫∞
−∞ e

− i
~pxxe

i
~p
′xdx;

x̂C(p) = 1
2π~

~
i

∫∞
−∞ dxe

− i
~px
∫∞
−∞

d
dp′

(
e
i
~p
′x
)
C(p′)dp′ =

= − 1
2π~

~
i

∫∞
−∞ dxe

− i
~px
∫∞
−∞

(
e
i
~p
′x
)
dC
dp′dp

′ = i~
∫∞
−∞ dp

′ dC
dp′

∫∞
−∞ e

i
~ (p′−p)xdx =

= i~
∫∞
−∞ dp

′ dC
dp′δ(p

′ − p) = i~dCdp .

Оператор координати в iмпульсному зображеннi

x̂ = i~
d

dp
. (1.5.3)

Оператор проекцiї iмпульсу на будь-яку вiсь декартової системи коорди-
нат, як i будь-який оператор у своєму власному безперервному зображеннi, –
це просто оператор множення на p, а його ядро

p(p, p′) = p′δ(p− p′).

.
Узагальнимо отриманi результати у виглядi таблицi.

Зображення Оператор радiуса-вектора Оператор iмпульсу

Координатне
(position
representation)

~̂r = ~r; ~r = (x, y, z);
x̂j = xj; j = 1, 2, 3;

~̂p = −i~∇ = −i~ ∂
∂~r ;

p̂j = −i~ ∂
∂xj

; j = 1, 2, 3;

Iмпульсне
(momentum
representation)

~̂r = i~∇~p = i~ ∂
∂~p ;

r̂j = i~ ∂
∂pj

; j = 1, 2, 3;
~̂p = ~p; ~p = (px, py, pz);
p̂j = pj; j = 1, 2, 3;
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1.5.2. Оператор Гамiльтона, стацiонарнi стани
Нагадаємо, що цi викладки вже були частково наведенi у параграфi 1.2.7.
«Виведемо» ще раз РШ. Залежне вiд часу (нестацiонарне) РШ можна

розглядати як наслiдок принципу причинностi у квантовiй механiцi: завдання
ХФ у початковий момент часу t = t0 й усiх взаємодiй квантової системи
дозволяє описати еволюцiю квантової системи, тобто знайти ХФ при t > t0.
«Еволюцiя» означає змiну згодом, тобто похiдну за часом вiд ХФ:

i~
∂Ψ(q, t)

∂t
= ĤΨ(q, t),

яка визначається самою ХВ. Оператор Ĥ перетворив ХФ так, що ĤΨ(q, t)
дорiвнює похiднiй вiд ХФ. Стала Планка забезпечує потрiбну розмiрнiсть, а
уявна одиниця – ермiтовiсть оператора диференцiювання.

Нехай гамiльтонiан явно не залежить вiд часу ∂Ĥ
∂t = 0. Роздiлимо змiннi

в нестацiонарному РШ:

Ψ(q, t) = ψ(q)χ(t); i~ψ(q)dχ(t)
dt = χ(t)Ĥψ(q);

dχ(t)
dt

χ(t) = Ĥψ(q)
ψ(q) = E; χ(t) = Ce−

iEt
~ .

Для координатної частини ХФ отримуємо рiвняння на ВФ та ВЗ гамiль-
тонiана

Ĥψ(q) = Eψ(q).

ХФ стацiонарних станiв
Ψ(q, t) = e−

iEt
~ ψ(q).

У стацiонарному станi iмовiрнiсть не залежить вiд часу:

|Ψ(q, t)|2 = |ψ(q)|2.

Будь-яку ХФ можна розкласти в ряд Фур’є по ХФ стацiонарних станiв:

Ψ(q, t) =
∑
n

Cn(t)e
− iEnt

~ ψn(q).

1.5.3. Рiвняння Шредiнгера в iмпульсному зображеннi
Перехiд в iмпульсне зображення – це унiтарне перетворення ХФ та опе-

раторiв. Безвiдносно до зображення РШ записують за допомогою запропо-
нованих Дiраком векторiв стану «бра» 〈ψ| та «кет» |ψ〉

Ĥ|ψ〉 = E|ψ〉.
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Гамiльтонiан частинки в зовнiшньому полi в координатному зображеннi

Ĥ =
~̂p2

2m
+ U(~̂r) =

~̂p2

2m
+ U(~r).

Ядро оператора кiнетичної енергiї

T (p, p′) = (ψp, Tψp′) = 1
2m

1
(2π~)3

∫∞
−∞ e

− i~p~r~ (−i~)2
(
∂
∂~r

)2
e
i~p′~r
~ d~r =

=
~p′

2

2m
1

2π~
∫∞
−∞ e

i(~p′−~p)~r
~ d~r = p′2

2mδ(~p− ~p′), (d~r ≡ dV ).

Оператор кiнетичної енергiї в iмпульсному зображеннi – це оператор множе-
ння

T̂ψ(~p) =

∫ ∞
−∞

T (~p, ~p′)ψ(~p′)d~p′ =
p2

2m
ψ(~p).

Ядро оператора потенцiальної енергiї

U(~p, ~p′) =
1

(2π~)3

∫ ∞
−∞

e
i(~p′−~p)~r

~ U(~r)d~r.

Стацiонарне РШ в iмпульсному зображеннi

p2

2m
ψ(~p) +

∫ ∞
−∞

U(~p, ~p′)ψ(~p′)d~p′ = Eψ(~p). (1.5.4)

Формально можемо записати

p2

2m
ψ(~p) + U

(
i~
∂

∂~p

)
ψ(~p) = Eψ(~p). (1.5.5)

Зазвичай залежнiсть U(~r) досить складна, тому простiше розв’язувати
РШ у координатному зображеннi.

Наведемо два приклади запису гамiльтонiана в координатному та iмпуль-
сному зображеннi.

Гамiльтонiан гармонiчного осцилятора має вигляд, симетричний по коор-
динатi та iмпульсу

Ĥ = p̂2

2m + mω2x̂2

2 ;

Ĥ = − ~2

2m
d2

dx2 + mω2x2

2 ; (position representation)

Ĥ = p2

2m −
mω2~2

2
d2

dp2 . (momentum representation)
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Гамiльтонiан частинки в однорiдному полi

Ĥ = p̂2

2m +mgx̂;

Ĥ = − ~2

2m
d2

dx2 +mgx; (position representation)

Ĥ = p2

2m + img~ d
dp . (momentum representation)

1.5.4. Розв’язання задачi про рух частинки у по-
лi дельта-ями в iмпульсному зображеннi для
вiд’ємних енергiй (фiнiтний рух)

В якостi прикладу розв’язку РШ в iмпульсному зображеннi знайдемо рiв-
нi енергiї (E < 0) частинки в дельта-ямi U(x) = −αδ(x).

Одновимiрне РШ в iмпульсному зображеннi

p2

2m
ψ(p) +

∫ ∞
−∞

U(p, p′)ψ(p′)dp′ = −|E|ψ(p);

U(p, p′) = (ψp, Uψp′) = − α

2π~

∫ ∞
−∞

e
i(p′−p)x

~ δ(x)dx = − α

2π~
.

p2

2m
ψ(p)− α

2π~

∫ ∞
−∞

ψ(p′)dp′ = −|E|ψ(p);(
p2

2m
+ |E|

)
ψ(p) =

α

2π~

∫ ∞
−∞

ψ(p′)dp′.

В iмпульсному зображеннi РШ стало iнтегральним рiвнянням

ψ(p) =

(
1

p2 + 2m|E|

)(αm
2π~

) ∞∫
−∞

ψ(p′)dp′.

Умова «самоузгодження» – аналог граничних умов у координатному зобра-
женнi дозволяє знайти рiвнi енергiї∫ ∞

−∞
ψ(p)dp =

αm

2π~

(∫ ∞
−∞

1

p2 + 2m|E|

)(∫ ∞
−∞

ψ(p′)dp′
)

;

(∫ ∞
−∞

1

p2 + 2m|E|

)
=

2π~
αm

;

∮
dz

(z + ip0)(z − ip0)
=

2π~
αm

; p0 =
√

2m|E|.

Обчислюємо iнтеграл за допомогою теорiї лишкiв1. Згiдно з формулою
Кошi, iнтеграл по замкненому контуру дорiвнює 2πi ×

∑
Res. Замикаємо

1Лишок (вiд фр. Résidu – лишок , англ. residue, рос. вычет).
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контур у верхнiй напiвплощинi. Тут є один простий полюс у точцi z = ip0

2πi

2ip0
=

2π~
αm

; p0 =
αm

~
; E = − p2

0

2m
= −mα

2

2~2
.

ХФ в iмпульсному зображеннi (без нормування) вже знайдена:

ψ(p) =
C

p2 + 2m|E|
=

C

p2 + p2
0

=
C

p2 +
(
αm
~
)2 .

Зручнiше знайти спочатку ХФ у координатному зображеннi й нормувати її.

ψ(x) =

∫ ∞
−∞

ψ(p)ψp(x)dp =
C√
2π~

∫ ∞
−∞

e
ipx
~ dp

p2 + p2
0

=
C√
2π~

∫ ∞
−∞

e
ip|x|
~ dp

p2 + p2
0

=

=
C√
2π~

∮
e
iz|x|
~ dz

z2 + p2
0

=
C√
2π~

∮
e
iz|x|
~ dz

(z + ip0)(z − ip0)
=

=
C√
2π~

2πi
e−

p0|x|
~

ip0
= C

( π
2~

)1/2 1

p0
e−

p0|x|
~ = Ae−

p0|x|
~ ;

ψ(x) = Ae−κ|x|; κ =
p0

~
; C

( π
2~

)1/2 1

p0
= A.

Перша похiдна вiд ХФ має скiнченний скачок при x=0. Нормування

|A|2
∫ ∞
−∞

e−2κ|x|dx = 1; 2|A|2
∫ ∞

0

e−2κxdx = 1; 2|A|2 1

2κ
= 1;

|A| =
√
κ.

C = A

(
2~
π

)1/2

~κ =

(
2

π

)1/2

(~κ)3/2.

Вiдповiдь:

E = −mα
2

2~2
; (1.5.6)

ψ(x) =

(√
αm

~

)
exp

(
−
√
αm|x|
~

)
; ψ(p) =

(
2

π

)1/2(αm
~

)3/2 1

p2 +
(
αm
~
)2 .

(1.5.7)

1.6. Фiзичний змiст комутацiї операторiв

1.6.1. Комутацiя операторiв та результати вимiрювань
Нагадаємо визначення комутатора двох операторiв

[Â, B̂] = ÂB̂ − B̂Â. (1.6.1)
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Доведемо двi важливi теореми.
1. Якщо два оператори мають спiльну систему власних функцiй (ВФ),

то вони мiж собою комутують. Нехай Âψn = Anψn, B̂ψn = Bnψn. Для ХФ
виконується умова

ÂB̂ψn = BnÂψn = BnAnψn; B̂Âψn = AnB̂ψn = AnBnψn.

(ÂB̂ − B̂Â)ψn = 0.

Це ж справедливо й для довiльної функцiї, розкладеної в ряд Фур’є по спiль-
ним ВФ операторiв Â, B̂:

ψ =
∑
n

Cnψn; [Â, B̂]ψ =
∑
n

Cn[Â, B̂]ψn = 0.

2. Якщо два оператори мiж собою комутують, то вони мають спiльну систему
власних функцiй. Нехай Âψn = Anψn. Тодi

B̂Âψn = B̂Anψn = AnB̂ψn; B̂Â = ÂB̂;

ÂB̂ψn = AnB̂ψn,⇒, B̂ψn = Bnψn,

оскiльки B̂ψn – це теж ВФ оператора Â, як i ψn, з одним i тим же ВЗ An. Цi
двi функцiї можуть вiдрiзнятися тiльки чисельним множником, отже, B̂ψn =
Bnψn, тобто ψn – ВФ оператора B̂.

Таким чином, фiзичнi величини, що вiдповiдають двом комутуючим
операторам, вимiрюванi одночасно – одночасно мають певнi значення. На-
приклад, комутатор

[xj, pk] = i~δjk.
Рiзнойменнi компоненти координат i iмпульсiв одночасно вимiрнi, а одно-

йменнi – нi. Це вже знаємо зi спiввiдношення невизначеностi Гейзенберга.
Комутатор – це квантовий аналог дужок Пуассона в класичнiй механiцi,

а комутацiйнi спiввiдношення для координат i iмпульсiв аналогiчнi спiввiд-
ношенням для дужок Пуассона канонiчно сполучених величин.

Перехiд до класичних дужок Пуассона здiйснюється таким чином:

{f, g} = −
n∑
i=1

(
∂f

∂pi

∂g

∂xi
− ∂f

∂xi

∂g

∂pi

)
; [f̂ , ĝ] =

~
i
{f, g}.

1.6.2. Нерiвностi Гейзенберга
Якщо два оператори не комутують, то вiдповiднi їм фiзичнi величини не

можуть мати одночасно певнi значення. Знайдемо нерiвностi, якi зв’язують
неточностi (невизначеностi) вимiру таких двох величин.
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Нагадаємо визначення середнього значення фiзичної величини

Ā = (ψ, Âψ).

Середнє квадратичне
A2 = (ψ, Â2ψ).

Вiдхилення вiд середнього значення в теорiї ймовiрностей визначається
за допомогою поняття дисперсiї:

∆A2 =
(
Â− Ā

)2

= (ψ, Â2ψ)− 2Ā(ψ, Âψ) + (Ā)2 = A2 − (Ā)2.

Нехай комутатор операторiв фiзичних величин Â, B̂ дорiвнює [Â, B̂] = iĈ.
Уявна одиниця забезпечує антиермiтовiсть комутатора двох некомутуючих
ермiтових операторiв. Вводимо неермiтiв допомiжний оператор

L̂ = (Â− Ā) + iγ(B̂ − B̄).

Ермiтово-спряжений до L̂ оператор L̂† дорiвнює

L̂† = (Â− Ā)− iγ(B̂ − B̄).

Побудуємо ермiтiв оператор L̂†L̂ i знайдемо його середнє значення

L̂†L̂ = (ψ, L̂†L̂ψ) = (L̂ψ, L̂ψ) = |L̂ψ|2 ≥ 0.

Виконаємо необхiднi перетворення

L̂†L̂ =
(

(Â− Ā)− iγ(B̂ − B̄)
)(

(Â− Ā) + iγ(B̂ − B̄)
)

=

= ∆A2 + iγ[Â, B̂] + γ2∆B2 ≥ 0.

γ2∆B2 − γC + ∆A2 ≥ 0.

Тут Ĉ = [Â, B̂].
Квадратне рiвняння не має дiйсного кореня, якщо його дискримiнант мен-

ше нуля:

C
2 − 4∆A2∆B2 ≤ 0; ∆A2∆B2 ≥ C

2

4
.

δAδB ≥ |C̄|
2

; δA =
√

∆A2; δB =
√

∆B2.

Таким чином маємо

δAδB ≥ |[Â, B̂]|
2

. (1.6.2)
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Для однойменних координати й проекцiї iмпульсу [x̂j, p̂j] = i~. Отже, спiв-
вiдношення невизначеностi Гейзенберга для середньоквадратичних вiдхилень
набуває вигляду

δxjδpj ≥
~
2
, j = 1, 2, 3 (x, y, z). (1.6.3)

1.6.3. Повний набiр фiзичних величин

Стан заданий, якщо задана його ХФ. ХФ вимiряти не можна. Фiзичний
змiст має тiльки квадрат модуля ХФ. Ми говоримо, що стан заданий, якщо
задана певна сукупнiсть квантовомеханiчних (фiзичних) величин.

Сукупнiсть квантовомеханiчних величин, завдання яких повнiстю визна-
чає стан квантової системи, називається повним набором квантовомеханi-
чних величин.

У класичнiй механiцi для системи з N ступенями вiльностi потрiбно зада-
ти 2N величин (координат i iмпульсiв). У квантовiй механiцi для системи з
N ступенями вiльностi потрiбно задати N величин (наприклад, N координат
або N iмпульсiв) або будь-якi N одночасно вимiрних величин. ХФ системи,
що описує даний стан, буде ВФ операторiв величин, що входять у повний
набiр, що вiдповiдають даним ВЗ.

«Чистий» стан задається ХФ, яка є ВФ для повного набору.
«Змiшаний» стан – стан без певної ХФ. У ньому заданi лише ймовiрностi

реалiзацiї того або iншого «чистого» стану. Це неповний опис.

1.7. Оператор кутового моменту

Скористаємося принципом вiдповiдностi та перетворимо момент iмпуль-
су (кутовий момент) класичної механiки в оператор кутового моменту, замi-
нивши радiус-вектор та iмпульс на вiдповiднi оператори радiуса-вектора та
iмпульсу.

Визначення оператора кутового моменту (angular momentum) ~̂L в декар-
тових координатах:

~̂L = ~̂r × ~̂p =

∣∣∣∣∣∣
~i ~j ~k
x̂ ŷ ẑ
p̂x p̂y p̂z

∣∣∣∣∣∣ ; ~̂r = ~r, ~̂p = −i~∇ = −i~ ∂
∂~r
.

У тензорних позначеннях:

L̂i = εijkx̂j p̂k,
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εijk – символ Левi-Чiвiта. Символ εijk – це одиничний, повнiстю антисиме-
тричний тензор 3-го рангу:

εijk = −εjik; εiik = 0; ε123 = ε231 = ε312 = +1; ε213 = ε132 = ε321 = −1.

L̂x = ŷp̂z − ẑp̂y, L̂y = ẑp̂x − x̂p̂z, L̂z = x̂p̂y − ŷp̂x.
Оператор квадрата кутового моменту

(~̂L)2 = L̂2
x + L̂2

y + L̂2
z.

1.7.1. Комутацiйнi спiввiдношення
Наведемо комутацiйнi спiввiдношення мiж компонентами операторiв x̂i,

p̂k та L̂k: [
L̂i, x̂j

]
= i~εijkx̂k;

[
L̂i, p̂j

]
= i~εijkp̂k (1.7.1)

й мiж компонентами оператора кутового моменту[
L̂i, L̂j

]
= i~εijkL̂k;

[
~̂L2, L̂i

]
= 0. (1.7.2)

В деяких випадках зручно користуватися безрозмiрним оператором куто-
вого моменту ~̂l.

Комутацiйнi спiввiдношення для нього є такими:

~̂l =
1

~
~̂L;

[
l̂i, l̂j

]
= iεijk l̂k;

[
(~̂l )2, l̂i

]
= 0.

Оператори l̂z й (~̂l )2 у сферичних координатах:

l̂z = −i ∂
∂ϕ

; (~̂l )2 = −∆θϕ = −
[

1

sin θ

∂

∂θ

(
sin θ

∂

∂θ

)
+

1

sin2 θ

∂2

∂ϕ2

]
. (1.7.3)

1.7.2. Власнi функцiї та власнi значення операторiв l̂z

та (~̂l )2. «Сходинковi» оператори
ВФ та ВЗ оператора lz знаходимо, розв’язавши рiвняння

−idΦ(ϕ)

dϕ
= lzΦ(ϕ)

iз урахуванням вимоги перiодичностi ВФ

Φ(ϕ+ 2π) = Φ(ϕ).
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Отримуємо нормованi на одиницю ВФ i ВЗ оператора l̂z

Φm(ϕ) =
1√
2π
eimϕ, lz = m = 0,±1,±2, ... (1.7.4)

Тут m – це магнiтне квантове число. Залежнiсть вiд кута θ поки є довiльною.
Використовуємо для знаходження ВЗ оператора ~̂l2 «сходинковi операто-

ри» l̂±:
l̂± = l̂x ± il̂y. (1.7.5)

Це два неермiтовi, ермiтово-спряженi оператори. Сходинковi оператори
задовольняють комутацiйним спiввiдношенням (перевiрити самостiйно)

[lz, l±] = ±l±; [l+, l−] = 2lz. (1.7.6)

Покажемо, що l̂±ψm, де ψm – це власнi функцiї оператора z-проекцiї ку-
тового моменту

(
l̂zψm = mψm, m = 0,±1,±2, ...

)
, також є власними фун-

кцiями оператора l̂z iз власними значеннями m + 1 або m − 1 для l̂+ й l̂−
вiдповiдно. Скористаємося для цього комутацiйними спiввiдношеннями[

l̂z, l̂±

]
= ±l̂±.

Побудуємо функцiю l̂±ψm, де l̂zψm = mψm, й подiємо на неї оператором
l̂z:

l̂z(l̂±ψm) = (l̂z l̂±)ψm = l̂±(l̂z ± 1)ψm = l̂±(m± 1)ψm = (m± 1)l̂±ψm ∼ ψm±1.

Знайдемо власнi значення оператора ~̂l2. Використовуємо комутацiйнi спiв-
вiдношення [

l̂+, l̂−

]
= 2l̂z.

Спочатку покажемо, що якщо зафiксоване ВЗ оператора (~̂l )2, то ВЗ опе-
ратора l̂z не можуть перевищити максимального значення.

(~̂l )2 = l̂2x + l̂2y + l̂2z;
~̂l2 − l̂2z = l̂2x + l̂2y.

У оператора l̂2x+ l̂2y, який є сума квадратiв двох ермiтових операторiв, ВЗ≥
0, отже, у оператора (~̂l )2 − l̂2z теж ВЗ≥ 0. Якщо задати ВЗ ~̂l2 як λl2, то ВЗ
λlz = m оператора l̂z при зафiксованому значеннi λl2 не можуть перевищити
певного максимального значення, для якого їхня рiзниця λl2 − λ2

lz
≥ 0. По-

значимо λlmax = mmax = l. Це означає, що далi пiдвищувати ВЗ оператор l̂+
не може, тому l̂+ψl = 0.
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Перетворимо оператор (~̂l )2, виразивши його через сходинковi оператори

(~̂l )2 =
1

2

[(
l̂x + il̂y

)(
l̂x − il̂y

)
+
(
l̂x − il̂y

)(
l̂x + il̂y

)]
+ l̂2z =

=
1

2

(
l̂+l̂− + l̂−l̂+

)
+ l̂2z = l̂−l̂+ + l̂z + +l̂2z.

Дiя оператора ВФ оператора (~̂l )2 на ВФ l̂z iз максимальним ВЗ λl2 зво-
диться до множення ВФ на число

(~̂l )2ψl = l(l + 1)ψl. (1.7.7)

Отже, ψl – це ВФ оператора (~̂l )2 зi ВЗ λl2 = l(l + 1).
Усi ВФ оператора (~̂l )2 – це певним чином нормованi сферичнi функцiї.

Спiльнi власнi функцiї та власнi значення операторiв l̂z та ~̂l2:

(~̂l )2Ylm(θ, ϕ) = l(l + 1)Ylm(θ, ϕ), l = 0, 1, 2, 3, ...;

l̂zYlm(θ, ϕ) = mYlm(θ, ϕ), m = 0,±1,±2, ...,±l,

l – орбiтальне квантове число, m – магнiтне квантове число.
Сферичнi функцiї:

Ylm(θ, ϕ) = ClmP
m
l (θ)eimϕ;

Pm
l (cos θ) = sinm θ

dm

(d cos θ)m
Pl (cos θ) ; Pl (cos θ) =

1

2ll!

dl

(d cos θ)l
(
cos2 θ − 1

)l
,

де Pm
l (θ) – приєднанi полiноми Лежандра, Pl (cos θ) – полiноми Лежандра,

Clm – нормувальна константа

Clm = (−1)k

√
(l − |m|)!(2l + 1)

4π(l + |m|)!
, k = m, m ≥ 0, k = 0, m < 0.

Покажемо, що оператор кутового моменту пов’язаний з оператором не-
скiнченно малого повороту на кут δϕ << 1. Поворот у площинi хОy задає-
ться так:

x′ = x cos δϕ+ y sin δϕ ≈ x+ yδϕ;
y′ = −x sin δϕ+ y cos δϕ ≈ −xδϕ+ y.

Обернене перетворення

x ≈ x′ − y′δϕ;
y ≈ x′δϕ+ y′.
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Розкладання в ряд Тейлора функцiї трьох просторових змiнних

ψ(x, y, z) = ψ(x′ − y′δϕ, y′ + x′δϕ, z) ≈

≈ ψ(x′, y′, z′)− δϕy′∂ψ(x′, y′, z′)

∂x′
+ δϕx′

∂ψ(x′, y′, z′)

∂y′
=

=

(
1 + δϕ

(
x′
∂

∂y′
− y′ ∂

∂x′

))
ψ(x′, y′, z′);

Ŵz = 1 + δϕ

(
x′
∂

∂y′
− y′ ∂

∂x′

)
= 1 +

i

~
δϕL̂z;

L̂z = x′p̂y′ − y′p̂x.

Також скажемо про те, що оператор iмпульсу – це оператор нескiнченно
малого зсуву

T̂δx = eδx
d
dx ≈ 1 + δx

d

dx
= 1 +

i

~
δxp̂x;

T̂δ~r = 1 +
i

~
δ~r~̂p.

1.8. Оператори у гейзенбергiвському зобра-
женнi

1.8.1. Похiдна по часу вiд оператора

Введемо поняття похiдної за часом вiд фiзичної величини. Скористаємося
визначенням середнього значення оператора фiзичної величини

dÂ

dt
=

d

dt

(
Ā
)
. (1.8.1)

(Середнє значення вiд похiдної дорiвнює похiднiй вiд середнього значення.)

(ψ,
dÂ

dt
ψ) =

d

dt
(ψ, Âψ) =

d

dt

∫
ψ∗(q, t)Âψ(q, t)dq =

=

∫ (
∂ψ∗

∂t
Âψ + ψ∗

∂Â

∂t
ψ + ψ∗Â

∂ψ

∂t

)
dq.
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З хвильового (залежного вiд часу) РШ випливає, що

∂ψ

∂t
=

1

i~
Ĥψ;

∂ψ∗

∂t
= − 1

i~
Ĥψ∗,

d

dt

(
Ā
)

=

∫ (
− 1

i~
Ĥψ∗Âψ + ψ∗

∂Â

∂t
ψ + ψ∗Â

1

i~
Ĥψ

)
dq.

З урахуванням ермiтовостi оператора Гамiльтона

d

dt

(
Ā
)

=

∫ (
ψ∗
∂Â

∂t
ψ +

i

~
ψ∗ĤÂψ − i

~
ψ∗ÂĤψ

)
dq =

=

∫ (
ψ∗
∂Â

∂t
ψ +

i

~
ψ∗(ĤÂ− ÂĤ)ψ

)
dq =

∫
ψ∗

(
∂Â

∂t
+
i

~
[Ĥ, Â]

)
ψdq.

Знаходимо вираз для повної похiдної за часом вiд оператора

dÂ

dt
=
∂Â

∂t
+
i

~
[Ĥ, Â]. (1.8.2)

У класичнiй механiцi повна похiдна вiд функцiї координат, iмпульсiв i
часу обчислюється за формулою

dA(q, p, t)

dt
=
∂A

∂t
+ {H, f} ; {H,A} = −

n∑
i=1

(
∂H

∂pi

∂A

∂qi
− ∂H

∂qi

∂A

∂pi

)
.

Тут {H, f} – це дужки Пуассона. Вже згадувалося, що комутатор – це кван-
товий аналог дужок Пуассона:[

Ĥ, Â
]
→ ~

i
{H,A} ; ~→ 0,⇒,

[
Ĥ, Â

]
→ 0.

Якщо оператор явно не залежить вiд часу, то повна похiдна визначається
комутатором гамiльтонiана з даним оператором

dÂ

dt
=
i

~

[
Ĥ, Â

]
. (1.8.3)

Якщо оператор Â комутує з гамiльтонiаном, тобто[
Ĥ, Â

]
= 0,
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то
dÂ

dt
= 0,⇒, Ā = const.

Середнє значення фiзичної величини не залежить вiд часу й залишається
постiйним. Якщо фiзична величина A у даному станi має певне значення, то
в усi моменти часу вона буде мати певне значення.

1.8.2. Гейзенбергiвське зображення операторiв

Введемо унiтарний оператор Ŝ = exp
(
− i

~Ĥt
)
. Вiн має тi ж ВЗ, що й

оператор Ĥ:

Ĥψn(q) = Enψn(q).

Отже,

Ŝψn(q) = exp

(
−iEnt

~

)
ψn(q).

Довiльний стан iз ХФ Ψ(q, t) можна розкласти в ряд Фур’є по ХФ стацiо-
нарних станiв

Ψ(q, t) =
∑
n

Cne
−iEnt/~ψn(q) =

∑
n

CnŜψn(q) = Ŝ
∑
n

Cnψn(q) = Ψ(q, 0).

Оператор Ŝ переводить Ψ(q, 0) в Ψ(q, t). Обернене перетворення

Ψ(q, 0) = Ŝ†Ψ(q, t)

призводить до незалежної вiд часу ХФ. Додамо перетворення операторiв за
звичайним правилом унiтарного перетворення й отримаємо перехiд вiд зо-
браження Шредiнгера до зображення Гейзенберга

Ψ(q, 0) = Ŝ†Ψ(q, t); Â(t) = Ŝ†ÂŜ. (1.8.4)

Â(t) = exp

(
iĤt

~

)
Â exp

(
−iĤt

~

)
. (1.8.5)

Якщо оператор явно не залежить вiд часу (це й передбачається у зобра-
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женнi Шредiнгера), то

dÂ(t)

dt
=
iĤ

~
exp

(
iĤt

~

)
Â exp

(
−iĤt

~

)
− exp

(
iĤt

~

)
Â
iĤ

~
exp

(
−iĤt

~

)
=

=
i

~
Ĥ exp

(
iĤt

~

)
Â exp

(
−iĤt

~

)
− exp

(
iĤt

~

)
Â exp

(
−iĤt

~

)
Ĥ =

=
i

~
[Ĥ, Â(t)].

Отримуємо рiвняння руху оператора фiзичної величини

dÂ(t)

dt
=
i

~
[Ĥ, Â(t)]. (1.8.6)

Отже, у зображеннi Шредiнгера основне рiвняння квантової механiки –
це залежне вiд часу РШ, а у зображеннi Гейзенберга – це рiвняння руху для
оператора.

Запишемо рiвняння руху для операторiв координати й iмпульсу. Нам по-
трiбно знайти комутатори [Ĥ, x̂i], [Ĥ, p̂i], де Ĥ = Ĥ(p̂, x̂) – довiльна функцiя
узагальнених координат i iмпульсiв.

Функцiю вiд оператора треба розумiти як степеневий ряд. Для обчислення
комутатора [Ĥ, x̂i] розкладання беремо у виглядi

Ĥ(p̂, x̂) =
∞∑
n=0

1

n!

∂nH

∂pni
pni

й враховуємо, що комутатор

[p̂nk , x̂i] = n(−i~)δikp̂
n−1
k .

Далi

[Ĥ, x̂i] = −i~
∞∑
n=0

1

(n− 1)!

∂n−1

∂pn−1
i

(
∂H

∂pi

)
pn−1
i = −i~∂Ĥ

∂p̂i
.

Аналогiчно

[Ĥ, p̂i] = i~
∞∑
n=0

1

(n− 1)!

∂n−1

∂xn−1
i

(
∂H

∂xi

)
xn−1
i = i~

∂Ĥ

∂x̂i
.

Рiвняння руху для операторiв координати та iмпульсу

˙̂xi =
∂Ĥ

∂p̂i
; ˙̂pi = −∂Ĥ

∂x̂i
. (1.8.7)
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У гейзенбергiвському зображеннi вся залежнiсть вiд часу переноситься на
оператори. Наприклад, обчислення середнiх значень

Ā =

∫
ψ∗(q, t)Âψ(q, t)dq =

∫ (
Ŝψ(q, 0)

)†
ÂŜψ(q, 0)dq =

= (Ŝψ, ÂŜψ) = (ψ, Ŝ†ÂŜψ) = (ψÂ(t)ψ).

1.8.3. Теореми Еренфеста

Якщо Ĥ = ~̂p2

2m + U(~̂r), похiднi за часом вiд операторiв координати й iм-
пульсу (вони ж рiвняння руху вiдповiдних операторiв у гейзенбергiвському
зображеннi) набувають вигляду

˙̂xi =
p̂i
m

; ˙̂pi = −∂U
∂x̂i

.

Усереднення за часом дає теореми Еренфеста

˙̄xi =
p̄i
m

; ˙̄pi = −∂U
∂x̂i

.

З них можна отримати рiвняння руху для середнiх значень координат у фор-
мi Ньютона

m¨̄xi = −∂U
∂x̂i

; m¨̄xi = F̄i;

m¨̄~r = ~̄F.

1.8.4. Iнтеграли руху (закони збереження)

Повна похiдна за часом вiд оператора

dÂ

dt
=
∂Â

∂t
+
i

~

[
Ĥ, Â

]
.

Якщо повна похiдна за часом вiд оператора дорiвнює нулю

dÂ

dt
= 0,

то
Ā = const,
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i при цьому оператор явно не залежить вiд часу, тобто ∂Â
∂t = 0, то дорiвнює

нулю комутатор [
Ĥ, Â

]
= 0.

Крiм того, iмовiрнiсть отримати при вимiрюваннi певне значення An теж
не залежить вiд часу

W (An) = |Cn(t)|2 = |Cn(0)|2.

Фiзична величина зберiгається, тобто є iнтегралом руху, якщо

∂Â

∂t
= 0,

[
Ĥ, Â

]
= 0. (1.8.8)

Збереження iмпульсу, моменту iмпульсу, енергiї тiсно зв’язанi iз власти-
востями симетрiї простору й часу.

Однорiднiсть простору (еквiвалентнiсть усiх точок простору) для за-
мкненої системи) означає, що гамiльтонiан системи не змiнюється при не-
скiнченно малому зсувi, тобто[

Ĥ, T̂δx

]
= 0, T̂δx = 1 +

i

~
δxp̂x,

[
Ĥ, p̂x

]
= 0.

Одночасно вимiрнi енергiя й iмпульс системи (закон збереження iмпульсу
для замкненої системи): [

Ĥ, p̂i

]
= 0,

[
Ĥ, ~̂p

]
= 0.

Збереження у квантовiй механiцi означає, що не змiнюється з часом сере-
днє значення й iмовiрнiсть результату вимiрювання не залежить вiд часу.

Iзотропiя простору (еквiвалентнiсть усiх напрямкiв у просторi) для за-
мкненої системи означає комутацiю гамiльтонiана й оператора нескiнченно
малого повороту[

Ĥ, Ŵδϕ

]
= 0, Ŵδϕ = 1 +

i

~
δϕL̂z,

[
Ĥ, L̂z

]
= 0.

Одночасно вимiрнi енергiя й кутовий момент (вiн же момент iмпульсу) за-
мкненої системи (закон збереження моменту iмпульсу для замкненої си-
стеми): [

H, L̂z

]
= 0,

[
Ĥ, ~̂L2

]
= 0.

Однорiднiсть (незалежнiсть) ходу часу означає, що для замкненої си-
стеми й системи в постiйному зовнiшньому полi можна довiльним чином ви-
бирати початок вiдлiку часу. Енергiя не залежить вiд вибору початку вiдлiку
за часом.
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Оператор нескiнченно малого зсуву в часi

Û(δt) = 1 + δt
∂

∂t

«cконструювали» за аналогiєю з операторами нескiнченно малої трансляцiї
й нескiнченно малого повороту.

Очевидно, що якщо подiємо цим оператором на довiльну функцiю,

Û(δt)ψ(q, t) =
(
1 + δt ∂∂t

)
ψ(q, t) = ψ(q, t) + δt∂ψ(q,t)

∂t =

= ψ(q, t+ δt).

Знайдемо комутатор цього оператора з гамiльтонiаном

[Ĥ, Û ]ψ(q, t) = Ĥ

(
1 + δt

∂

∂t

)
ψ(q, t)−

(
1 + δt

∂

∂t

)
Ĥψ(q, t) =

= Ĥψ(q, t) + δt
∂ψ(q, t)

∂t
− Ĥψ(q, t)− δt ∂

∂t
Ĥψ(q, t) =

= δt
∂ψ(q, t)

∂t
− δt∂Ĥ

∂t
ψ(q, t)− δt∂ψ(q, t)

∂t
= −δt∂Ĥ

∂t
ψ(q, t).

[Ĥ, Û ] = −δt∂Ĥ
∂t

.

Якщо ∂Ĥ
∂t = 0, то комутатор [Ĥ, Û ] = 0.

Повна похiдна за часом вiд оператора Гамiльтона

dĤ

dt
=
∂Ĥ

∂t
+ [Ĥ, Ĥ] =

∂Ĥ

∂t
.

Якщо оператор Гамiльтона явно не залежить вiд часу, то H̄ = E = const.
Це i є закон збереження енергiї.
Пiдсумуємо: закон збереження iмпульсу – наслiдок однорiдностi просто-

ру для замкненої системи, закон збереження моменту iмпульсу – наслiдок
iзотропiї простору. Закон збереження енергiї – наслiдок незалежностi ходу
(однорiдностi) часу для системи в постiйному зовнiшньому полi.

Приклади знаходження законiв збереження
Вiльна частинка (3 ступенi вiльностi). Є стани з певною енергiєю й пев-

ними значеннями всiх трьох компонентiв iмпульсу (плоскi хвилi)

Ĥ =
~̂p 2

2m
=

1

2m

(
p̂2
x + p̂2

y + p̂2
z

)
; [H, pi] = 0, i = 1, 2, 3 or x, y, z.

Зберiгаються одночасно: px, py, pz; Ep = 1
2m

(
p2
x + p2

y + p2
z

)
– всi три компо-

ненти iмпульсу й повна (вона ж кiнетична) енергiя.
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У вiльної частинки є також стани з певною енергiєю й певним моментом
iмпульсу (сферичнi хвилi)

Ĥ =
~̂p 2

2m
=

1

2m

[
1

r2

∂

∂r

(
r2 ∂

∂r

)
+

1

r2
∆θϕ

]
; [H,Lz] = 0,

[
H, ~L2

]
= 0.

Зберiгаються одночасно енергiя й момент iмпульсу, квантовi числа E, l,m.
Якщо потенцiальна енергiя залежить тiльки вiд однiєї координати, напри-

клад, z, тобто

Ĥ =
1

2m

(
p̂2
x + p̂2

y + p̂2
z

)
+ U(z),

то зберiгаються py, pz, Lz.

1.8.5. Закон збереження парностi

У квантовiй механiцi є ще один особливий закон збереження, пов’язаний з
комутацiєю гамiльтонiана з оператором iнверсiї (дзеркального вiдбиття). Га-
мiльтонiан замкненої системи iнварiантний вiдносно операцiї iнверсiї Îψ(~r) =
ψ(−~r): [

Ĥ, Î
]

= 0,
[
~̂L, Î
]

= 0, ~̂L = −i~~r × ∂

∂~r
.

Оператор iнверсiї – це ермiтiв, унiтарний оператор. Його ВФ – це будь-якi
парнi й непарнi функцiї вiдповiдно зi ВЗ +1 i –1:

Îψ(~r) = λψ(~r); Î2 = 1,⇒, Î2ψ(~r) = λ2ψ(~r) = ψ(~r);

λ2 = 1, λ = ±1;

λ = +1, ψ(−~r) = ψ(~r);

λ = −1, ψ(−~r) = −ψ(~r).

Якщо стан замкненої системи мав певну парнiсть, то ця парнiсть зберiгається
в часi. Iснують правила вiдбору по парностi. Одночасно можуть зберiгатися
l,m й парнiсть. Iнверсiя у сферичних координатах: r → r, θ → π − θ, ϕ →
ϕ + π. Правило вiдбору для переходу мiж станами (−1)la (a – внутрiшня
симетрiя частинки).

1.8.6. Спiввiдношення невизначеностi для часу та енер-
гiї

Знайдемо спiввiдношення мiж невизначенiстю в енергiї та часом вимiрю-
вання.
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Скористаємося нерiвностями Гейзенберга для двох некомутуючих опера-
торiв δAδB ≥ 1

2

∣∣∣[A,B]
∣∣∣ та визначенням похiдної за часом вiд оператора фi-

зичної величини

dÂ

dt
=

d

dt

(
Ā
)
,
dÂ

dt
=
∂Â

∂t
+
i

~

[
Ĥ, Â

]
.

Для оператора Гамiльтона Ĥ й довiльного оператора R̂ за умови, що R̂
явно не залежить вiд часу, маємо:

δEδR ≥ 1

2

[
Ĥ, R̂

]
;

dR̂

dt
= ˙̄R =

i

~

[
Ĥ, R̂

]
;

δEδR ≥ 1

2
˙̄R.

Похiдна вiд середнього значення ˙̄R визначає швидкiсть змiни середнього
значення. Зв’яжемо її iз середньоквадратичним вiдхиленням δR (змiною R
за час δt):

δR = ˙̄Rδt.

Отримаємо спiввiдношення для часу та енергiї

δEδt ≥ ~
2
.

Таким чином, iснує певна залежнiсть мiж неточнiстю вимiру енергiї δE й
швидкiстю змiни довiльних величин, якi вiдносяться до розглянутої системи.
Наприклад, для хвильового пакета δR = δx – ширина пакета, а δt – час
проходження пакета через певну точку простору. Час iстотно залежить вiд
невизначеностi енергiї. Зi спiввiдношення невизначеностi для часу й енергiї
випливає формула для часу життя збудженого стану:

Γ ∼ ~
2

1

τ
,

Γ – невизначенiсть енергiї в початковому станi (ширина рiвня), τ – перiод
напiврозпаду.

1.9. Рух у центральному полi

1.9.1. Зведення задачi двох тiл до задачi про рух у цен-
тральному полi

Задача двох тiл у нерелятивiстськiй квантовiй механiцi (як i в класичнiй
механiцi) розв’язується переходом у систему центру iнерцiї двох взаємодiю-
чих частинок.
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Задача двох тiл, якi взаємодiють, описується гамiльтонiаном

Ĥ =
~̂p2

1

2m1
+

~̂p2
2

2m2
+ U

(
|~̂r1 − ~̂r2|

)
. (1.9.1)

Така система має 6 ступенiв вiльностi (6 незалежних кординат). Для роздiлу
змiнних вводимо новi координати:

~R = m1~r1+m2~r2

m1+m2
– радiус-вектор центра iнерцiї двох частинок,

~r = ~r1 − ~r2 – радiус-вектор вiдносного руху двох частинок. Гамiльтонiан
в таких змiнних роздiляється на двi частини (вiльного руху центра iнерцiї й
руху в центральному полi)

Ĥ = − ~2

2(m1 +m2)
∆R︸ ︷︷ ︸

вiльний рух ц.i.

−~2

2µ
∆r + U(r),︸ ︷︷ ︸

рух у центр. полi

де µ = m1m2

m1+m2
– приведена маса двох частинок. Розв’язок шукаємо у виглядi

ψ(~r1, ~r2)→ ψ(~R,~r) = ψ(~R)ψ(~r), ψ(~R) = exp(i ~K ~R). (1.9.2)

Хвильова функцiя ψ(~R) = exp(i ~K ~R) – це плоска хвиля, яка описує вiльний
рух частинки з масою m1 + m2 з певним значенням хвильового числа ~K та
радiусом-вектором ~R.

Якщо помiстити початок вiдлiку в центр iнерцiї, тобто покласти ~R =
0, то залишається тiльки рух вiдносно центра iнерцiї в центральному полi.
Гамiльтонiан частинки, яка рухається в центральному полi, має вигляд

Ĥ = −~2

2µ

[
1

r2

∂

∂r

(
r2 ∂

∂r

)
+

1

r2
∆θϕ

]
+ U(r), (1.9.3)

або

Ĥ = −~2

2µ

1

r2

∂

∂r

(
r2 ∂

∂r

)
+

~2~̂l2

2µr2
+ U(r), (1.9.4)

де

∆θϕ =

[
1

sin θ

∂

∂θ

(
sin θ

∂

∂θ

)
+

1

sin2 θ

∂2

∂ϕ2

]
= −~̂l2.

Комутацiйнi спiввiдношення для Ĥ, (~̂l )2, l̂z :[
Ĥ, (~̂l )2

]
= 0,

[
Ĥ, l̂z

]
= 0,

[
(~̂l )2, l̂z

]
= 0.

Одночасно зберiгаються енергiя, квадрат кутового моменту й проекцiя
кутового моменту на вiсь z. Це означає, що iснують спiльнi ХФ у оператора
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Гамiльтона, оператора квадрата моменту й оператора проекцiї моменту на
вiсь z. Як вiдомо, спiльнi ВФ (~̂l )2, l̂z – це сферичнi функцiї, отже, розв’язок
РШ для руху в центральному полi можна шукати у виглядi

ψ(~r) = ψ(r, θ, ϕ) = R(r)Ylm(θ, ϕ).

Рiвняння для радiальної частини хвильової функцiї R(r)

−~2

2µ

1

r2

d

dr

(
r2dR

dr

)
+ Ueff.(r)R(r) = ER(r);

Ueff. = U(r) +
~2l(l + 1)

2µr2
.

ХФ R(r) повинна бути скiнченною при r = 0.
Ефективна енергiя складається iз власно потенцiальної енергiї U(r) та

вiдцентрової енергiї ~2l(l+1)
2µr2 . Вiдцентрова енергiя виникла завдяки неiнерцi-

альностi системи вiдлiку, яка обертається. Перетворимо радiальну частину
оператора Лапласа

1

r2

d

dr

(
r2dR

dr

)
= R′′ +

2

r
R′ =

1

r
(rR)′′

i введемо допомiжну функцiю χ(r) = R(r)r. РШ для функцiї χ(r) – це одно-
вимiрне РШ для частинки масою µ, що рухається в ефективному полi Ueff.

−~2

2µ
χ′′(r) + Ueff.(r)χ(r) = Eχ(r), 0 ≤ r <∞.

Рух обмежений з одного боку, отже, рiвнi енергiї не виродженi, а гранична
умова в нулi

χ(0) = 0

забезпечить скiнченнiсть ХФ у нулi.
Повний набiр фiзичних величин для руху в центральному полi – це E, l,m

(енергiя, орбiтальне квантове число й магнiтне квантове число). Радiальна
ХФ залежить вiд двох квантових чисел E, l, тобто стани iз певними значення-
ми енергiї E та орбiтального квантового числа l є 2l+1-кратно виродженими
за значеннями магнiтного квантового числа m. Повна ХФ

ψ(r, θ, ϕ) = REl(r)Ylm(θ, ϕ).

Сферична функцiя Ylm визначається операторами ~L2, Lz, а вигляд радiальної
частини ХФ залежить вiд потенцiальної енергiї U(r) .



68 Роздiл 1. Конспект лекцiй

Прийнятi наступнi позначення для станiв iз заданим l:

l = 1, 2, 3, 4, 5, 7, ...
s, p, d, f, g, h, ...

Spherical, polar, diffuse state – сферичний, полярний, дифузiйний стани. Iмо-
вiрнiсть виявити частинку в елементi об’єму

dW (r, θ, ϕ) = |ψ(r, θ, ϕ)|2dV, dV = r2drdo, do = sin θdθdϕ.

У сферичному шарi dV
dW = |R(r)|2r2dr.

В елементi тiлесного кута do

dW = |Ylm(θ, ϕ)|2do.

Нижче наведенi полярнi дiаграми dW/do розподiлу по кутах для рiзних зна-
чень l та m.

Рис. 1.9: Кутовi розподiли iмовiрностей |Ylm(θ, ϕ)|2 для станiв iз рiзними зна-
ченнями орбiтального l та магнiтного m квантових чисел
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1.9.2. Аналiз особливостей руху у центральному полi
Нагадаємо, що iмовiрнiсть виявити частинку в елементi об’єму

dW (r, θ, ϕ) = |ψ(r, θ, ϕ)|2dV, dV = r2drdo, do = sin θdθdϕ.

У сферичному шарi dV
dW = |R(r)|2r2dr.

В елементi тiлесного кута do

dW = |Ylm(θ, ϕ)|2do.

1. Дослiдимо поведiнку радiальної частини хвильової функцiї R(r) при
r → 0 за умови, що U(r)r2 → 0. Наближене рiвняння для χ(r) – це рiвняння
Ейлера вигляду

r2χ′′ − l(l + 1)χ = 0, χ = rγ;
γ(γ − 1) = l(l + 1); γ1 = −l, γ2 = l + 1.

Граничнiй умовi χ(0) = 0 задовольняє розв’язок rl+1. Радiальна частина ХФ

R(r) =
χ(r)

r
∼ rl.

Iмовiрнiсть перебування в сферичному шарi

dW ∼ r2(l+1)dr.

Вiдцентрова сила, з якою зв’язана вiдцентрова енергiя, виштовхує частинку
з поля.

2. Граничний випадок великих значень r за умови, що потенцiальна енер-
гiя U(r →∞)→ 0, дає наближене РШ для χ(r)

χ′′ +
2µE

~2
χ = 0.

При E > 0

χ(r) = Aeikr +Be−ikr, R(r) =
Aeikr

r
+
Be−ikr

r
.

Це iнфiнiтний рух, з безперервним спектром. Розв’язок – це розбiжнi та збi-
жнi сферичнi хвилi. При E < 0

χ(r) = Ae−κr, R(r) =
Ae−κr

r
.

Це фiнiтний рух з дискретним спектром.
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1.9.3. Рух вiльної частинки iз певним значенням момен-
ту iмпульсу. Сферичнi хвилi

Розглянемо стацiонарнi стани вiльної частинки з певною енергiєю, певним
моментом l i його проекцiєю m (сферичнi хвилi) (див. ЛЛ §33).

Комутацiйнi спiввiдношення дляĤ,~̂l2, l̂z :[
Ĥ,~̂l2

]
= 0,

[
Ĥ, l̂z

]
= 0,

[
~̂l2, l̂z

]
= 0.

Подiл змiнних: ψ(~r) = ψ(r, θ, ϕ) = R(r)Ylm(θ, ϕ).
Рiвняння для радiальної частини хвильової функцiї R(r) при U(r) = 0

−~2

2µ

1

r2

d

dr

(
r2dR

dr

)
+

~2l(l + 1)

2µr2
R(r) = ER(r).

Важливi спiввiдношення:

1

r2

d

dr

(
r2dR

dr

)
=

1

r

d2

dr2
(rR) =

d2R

dr2
+

2

r

dR

dr
.

Маємо

−~2

2µ

(
d2R

dr2
+

2

r

dR

dr

)
+

~2l(l + 1)

2µr2
R(r) = ER(r);

d2R

dr2
+

2

r

dR

dr
+

[
k2 − l(l + 1)

r2

]
R(r) = 0; k2 =

2µE

~2
.

Пiсля замiни функцiї R(r) на допомiжну функцiю χ(r)

R(r) =
χ(r)√
r

; R′(r) =
χ′(r)√
r
− 1

2

χ(r)

r
√
r

; R′′(r) =
χ′′(r)√

r
− χ′(r)

r
√
r

+
3

4

χ(r)

r2
√
r

та незалежної змiнної r на x = kr для функцiї χ(x) отримаємо рiвняння
Бесселя

d2χ

dx2
+

2

x

dχ

dx
+

[
1− (l + 1/2)2

x2

]
χ(x) = 0

для функцiї Бесселя напiвцiлого порядку l + 1/2.
Нагадаємо вигляд рiвняння Бесселя:

Z ′′ν (x) +
1

x
Z ′ν(x) +

(
1− ν2

x2

)
Zν(x) = 0.

Його два лiнiйно незалежнi розв’язки: Jν(x), Nν(x) – функцiя Бесселя та
функцiя Неймана або H(1)

ν (x), H
(2)
ν (x) – функцiї Ханкеля 1-го та 2-го роду.
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Обираємо функцiю Бесселя, яка є скiнченною при r → 0.
Розв’язок:

ψklm(r) =

√
2πk

r
Jl+1/2(kr)Ylm(θ, ϕ); Ek =

~2k2

2µ
. (1.9.5)

Тут Jl+1/2(kr) – функцiї Бесселя напiвцiлого iндексу (порядку), Ylm(θ, ϕ) –
сферичнi функцiї. Спектр безперервний. Енергiя залежить тiльки вiд хви-
льового числа 0 < k <∞. По квантових числах l,m рiвнi енергiї виродженi.

1.9.4. Одноелектронний атом

Задача про одноелектронний атом розв’язується точно. Це окремий ви-
падок задачi про рух у центральному полi. Нехай електрон рухається в полi
ядра iз зарядовим числом Z. Енергiя такої взаємодiї вiд’ємна (поле притяга-
ння) та дорiвнює згiдно iз законом Кулона

U(r) = −Ze
2

r
. (1.9.6)

РШ для одноелектронного атома має наступний вигляд

− ~2

2m
∆ψ − Ze2

r
ψ = Eψ, E < 0. (1.9.7)

Фiнiтному руху, як випливає iз загальних властивостей руху в централь-
ному полi, вiдповiдають вiд’ємнi енергiї. Нагадаємо, що задачу про рух у
центральному полi зазвичай розв’язують у сферичних координатах

∆ψ =
1

r

∂2 (rψ)

∂r2
+

1

r2
∆θϕψ, Ψ = ψ (r, θ, ϕ) ;

∆θϕ =
1

sin θ

∂

∂θ

(
sin θ

∂

∂θ
Ψ

)
+

1

sin2 θ

∂2ψ

∂ϕ2
+ = −l2;

[
Ĥ, (~̂l )2

]
= 0,

[
Ĥ, l̂z

]
= 0,

[
(~̂l )2, l̂z

]
= 0.

З наведених вище комутацiйних спiввiдношень випливає, що одночасно
зберiгаються енергiя, квадрат кутового моменту та його проекцiя на вiсь z.
Розв’язок, як i для будь-якого центрального поля, шукаємо у виглядi

ψ(~r) = ψ(r, θ, ϕ) = R(r)Ylm(θ, ϕ).
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Сферична функцiя Ylm(θ, ϕ) – це спiльна хвильова функцiя операторiв
(~̂l )2, l̂z. Вигляд радiальної функцiї R(r) визначається видом потенцiальної
енергiї U(r). Повторимо, що кутовий розподiл iмовiрностi для станiв з рiзни-
ми значеннями l визначається як

dW

do
= |Ylm(θ, ϕ)|2.

Прийнятi наступнi позначення для станiв iз заданим l

l = 0, 1, 2, 3, 4, 5, ...
s, p, d, f, g, h, ...

(s – spherical, p – polar, d – diffuse state – сферичний, полярний, дифузний
стани). Для радiальної частини ХФ маємо рiвняння

d2R(r)

dr2
+

2

r

dR(r)

dr
− l (l + 1)

r2
R(r) +

2µ

~2

[
−|E|+ Ze2

r

]
R(r) = 0.

У теорiї атома з одним електроном вводять для зручностi наступнi без-
розмiрнi змiннi

ρ =
r

a
; ε =

|E|
E0

,

де a = ~2

µe2 = 0.529 · 10−10м – радiус Бора, E0 = e2

a = µe4

~2 = 4.36 · 10−18Дж =
27.21 еВ – енергiя Бора.

У нових змiнних РШ для радiальної частини ХФ набуває вигляду

d2R(ρ)

dρ2
+

2

ρ

dR(ρ)

dρ
− l (l + 1)

ρ2
R(ρ) +

[
−2ε+

2Z

ρ

]
R(ρ) = 0. (1.9.8)

Введемо допомiжну функцiю χ(ρ)

1
ρ2

d
dρ

(
ρ2 dR

dρ

)
= R′′ + 2

ρR
′ = 1

ρ(ρR)′′;

χ(ρ) = ρR(ρ); R(ρ) = χ(ρ)
ρ .

Вiдшукаємо асимптотичний вигляд χ(ρ) у граничному випадку ρ → 0,
коли наближене рiвняння стає диференцiальним рiвнянням Ейлера:

ρ2χ′′ − l(l + 1)χ ≈ 0, χ = ργ;
γ(γ − 1) = l(l + 1); γ1 = −l, γ2 = l + 1.

З двох розв’язкiв слiд обрати тiльки той, який є скiнченним при ρ → 0,
тобто γ2 = l + 1. Тодi χ(ρ) ∼ ρl+1 та R(ρ) ∼ ρl.
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Знайдемо також вигляд χ(ρ) у граничному випадку ρ→∞

χ′′ − 2εχ ≈ 0, χ ∼ e−
√

2ερ, R(ρ) ∼ e−
√

2ερ

ρ
.

Розв’язок будемо шукати у виглядi

R(ρ) = e−
√

2ερρlw(ρ). (1.9.9)

Рiвняння для допомiжної функцiї w(ρ) (наведенi «готовi» результати для
похiдних R(ρ))

β =
√

2ε;

R(ρ) = ρle−βρw(ρ)
∣∣∣· [−2ε− l(l+1)

ρ2 + 2Z
ρ

]
R′(ρ) = ρle−βρ

[(
l
ρ − β

)
w + w′

] ∣∣∣·2ρ
R′′(ρ) = ρle−βρ

{
w′′ + 2

(
l
ρ − β

)
w′ +

[
l(l+1)
ρ2 − 2lβ

ρ + β2
]
w
}
|·1

ρw′′(ρ) + 2 (l − βρ+ 1)w′(ρ) + 2 [Z − β (l + 1)]w(ρ) = 0. (1.9.10)

Введемо ще одну змiнну ξ = 2βρ.

ξw′′(ξ) + (2l + 2− ξ)w′(ξ) +

[
Z

β
− (l + 1)

]
w(ξ) = 0. (1.9.11)

Розв’язок цього рiвняння шукаємо у виглядi степеневого ряду

w(ξ) =
∑∞

k=0 akξ
k |·ξ

w′(ξ) =
∑∞

k=0 kakξ
k |· (2l + 2− ξ)

w′′(ξ) =
∑∞

k=0 k(k − 1)akξ
k;
∣∣∣· [Zβ − (l + 1)

]
.

Знаходимо рекурентне спiввiдношення

ak+1 =

(
k + l + 1− Z

β

)
(k + 1)(2l + 2 + k)

ak; k = 0, 1, 2, ... .

Для великих значень k � 1

ak+1 ≈ ak
k ∼

a0

k! , ⇒, w(ξ) ≈ a0

∑∞
k=0

ξk

k! = eξ;

R(ξ) ∼ eξ/2|ξ→∞ →∞!
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Отже, ряд потрiбно обiрвати при певному скiнченному значеннi k = nr:

k = nr, anr 6= 0, anr+1 = 0, ⇒, nr + l + 1− Z

β
= 0.

Тут nr = 0, 1, 2, ... – це радiальне квантове число.
Введемо головне квантове число n = nr + l+ 1, n = 1, 2, 3, ... та знайдемо

енергiю електрона у одноелектронному атомi

βn =
Z

n
; εn =

β2
n

2
=

Z2

2n2
; En = −E0εn; E0 =

µe4

~2
;

Енергiя залежить тiльки вiд головного квантового числа:

En = −µZ
2e4

2~2n2
, n = 1, 2, 3, ... (1.9.12)

Радiальна частина хвильової функцiї виражається через узагальненi по-
лiноми Лагерра Lmn (ξ) . (Ln(ξ) – полiноми Лагерра)

Rnl(ξ) = Anlξ
le−

ξ
2L2l+1

n+l (ξ); Lmn (ξ) = dm

dξm (Ln(ξ)) ;

Ln(ξ) = 1
n!e

ξ dn

dξn

(
e−ξξn

)
.

1.9.5. Випадкове виродження

В загальному випадку фiнiтного руху в центральному полi енергiя зале-
жить вiд двох квантових чисел, крiм особливих окремих випадкiв (кулонiв-
ське поле, сферичний осцилятор).

Це тип виродження, обумовлений деякими особливостями системи або
функцiональної форми розглянутого потенцiалу, i пов’язаний, можливо, з
прихованою динамiчною симетрiєю в системi.

Ця прихована симетрiя також призводить до збереження величин (iнте-
гралiв руху), якi часто нелегко iдентифiкувати. Iснування прихованої симе-
трiї приводить до додаткового виродження в дискретному енергетичному спе-
ктрi. Випадкове виродження може бути пов’язане з тим, що група гамiльто-
нiана не є повною. Цi виродження пов’язанi з iснуванням замкнених орбiт в
класичнiй фiзицi.

В кулонiвському полi є додатковий iнтеграл руху (векторний iнтеграл
Лапласа):

~̂A =
µα~̂r

r
+

1

2

(
~̂L× ~̂p+ ~̂p× ~̂L

)
; ~̂l =

~̂L

~
; α = Ze2. (1.9.13)
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Комутацiйнi спiввiдношення у кулонiвському полi:[
Ĥ, ~̂A

]
= 0;

[
Ĥ,~̂l

]
= 0;

[
l̂i, Âk

]
= iεiklÂl.

Задача про рух у кулонiвському полi може бути розв’язана як у сфе-
ричних, так i в параболiчних координатах. Гамiльтонiан має групу симетрiї
O(4), а не O(3), тобто групу обертань не в тривимiрному, а в чотиривимiрному
просторi.

1.10. Когерентнi стани гармонiчного осцилято-
ра

1.10.1. Гармонiчний осцилятор. Розв’язок методом фа-
кторизацiї

Задача про малi коливання – найважливiша задача фiзики. Практично
у всiх роздiлах теоретичної фiзики є така задача. В електродинамiцi поле
електромагнiтної хвилi можна розкласти на незалежнi гармонiчнi осциля-
тори (виникає поняття фотона, кванта електромагнiтного поля). У фiзицi
твердого тiла тепловi коливання кристала розглядають як коливання набору
гармонiчних осциляторiв i вводять поняття фонона – кванта коливань i т.д.

Повернемося до задачi про гармонiчний (лiнiйний) осцилятор з гамiльто-
нiаном

Ĥ =
p̂2

2m
+
mω2x̂2

2
; p̂ = −i~ d

dx
; x̂ = x

i розв’яжемо задачу методом, який називається «методом факторизацiї». Ви-
конуємо перетворення, якi дозволять дiагоналiзувати гамiльтонiан осцилято-
ра:

Ĥ =
1

2
~ω
(

p̂2

m~ω
+
mωx̂2

~

)
.

Вводимо для зручностi безрозмiрнi координати та iмпульси

Q̂ =
√

mω
~ x̂; P̂ =

√
1

m~ω p̂; P̂ = −i ddQ ;

Ĥ = 1
2~ω

(
P̂ 2 + Q̂2

)
=
(

1
2~ω

)
1
2

[(
Q̂+ iP̂

)(
Q̂− iP̂

)
+
(
Q̂− iP̂

)(
Q̂+ iP̂

)]
;[

Q̂, P̂
]

= i.

Вводимо новi оператори (це лiнiйнi комбiнацiї операторiв координати та
iмпульса)

â =
1√
2

(
Q̂+ iP̂

)
; â† =

1√
2

(
Q̂− iP̂

)
.
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Правила комутацiї для нових (неермiтових операторiв)[
â, â†

]
=

1

2

[
Q̂+ iP̂ , Q̂− iP̂

]
= 1.

У термiнах операторiв â, â† гамiльтонiан осцилятора запишеться у виглядi

Ĥ = 1
2~ω

(
â†â+ ââ†

)
; ââ† = 1 + â†â;

Ĥ = ~ω
(
â†â+ 1

2

)
Оператор â†â – ермiтiв. Введемо для нього позначення n̂ = â†â

Ĥ = ~ω
(
n̂+

1

2

)
.

Розв’язуємо РШ у безрозмiрних одиницях, використавши запис гамiльто-
нiана через â†, â:

ĥψε = εψε; ĥ =
Ĥ

~ω
; ε =

E

~ω
.

Знайдемо наступнi комутатори:[
ĥ, â†

]
=
[
â†â+ 1/2, â†

]
= â†;

[
ĥ, â
]

=
[
â†â+ 1/2, â

]
= −â.

За допомогою операторiв â†, â можна будувати ХФ гамiльтонiана ĥ

ĥâ†ψε =
(
â†ĥ+ â†

)
ψε = â†

(
ĥ+ 1

)
ψε = â† (ε+ 1)ψε = (ε+ 1) â†ψε;

ĥâψε =
(
âĥ− â

)
ψε = â

(
ĥ− 1

)
ψε = â (ε− 1)ψε = (ε− 1) âψε;

ψε+1 ∼ â†ψε; ψε−1 ∼ âψε.

ψε+1 i ψε−1 – ХФ гамiльтонiана h з ВЗ ε± 1 вiдповiдно. Сусiднi ВЗ вiдрiзня-
ються на одиницю. Оператор â† збiльшує ВЗ на 1, а оператор â зменшує ВЗ
на 1. З урахуванням нормування

â†ψε = Aψε+1; âψε = Bψε−1.

Шукаємо нормувальнi константи A i B.(
â†ψε, â

†ψε
)

= |A|2 (ψε+1, ψε+1) = |A|2.

â†â = ĥ− 1
2 ; ââ† = ĥ+ 1

2 ; ââ† − â†â = 1;

(
â†ψε, â

†ψε
)

=
(
ψε, ââ

†ψε
)

=
(
ψε,
(
ĥ+ 1

2

)
ψε

)
=
(
ε+ 1

2

)
(ψε, ψε) =

(
ε+ 1

2

)
;

|A|2 =
(
ε+ 1

2

)
; A =

√(
ε+ 1

2

)
.
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Аналогiчно:

(âψε, âψε) = |B|2 (ψε−1, ψε−1) = |B|2.

â†â = ĥ− 1
2 ; ââ† = ĥ+ 1

2 ; ââ† − â†â = 1;

(
ψε, â

†âψε
)

=
(
ψε,
(
ĥ− 1

2

)
ψε

)
=
(
ε− 1

2

)
(ψε, ψε) =

(
ε− 1

2

)
;

|B|2 =
(
ε− 1

2

)
; B =

√(
ε− 1

2

)
.

Отримали:

â†ψε =
√
ε+ 1/2ψε+1, âψε =

√
ε− 1/2ψε−1.

Знайдемо рiвень iз найменшою енергiєю. Такий стан називають основним
станом (ground state)

ĥψ0 = ε0ψ0.

Дiя оператора â на ХФ основного стану ψ0, очевидно,

âψ0 = 0.(
â†â+ 1

2

)
ψ0 = 1

2ψ0; ε0 = 1
2 .

Енергiя основного стану

E0 =
~ω
2
.

Енергiя кожного наступного стану вiдрiзняється вiд енергiї попереднього
стану на одиницю

ε1 = ε0 + 1; ε2 = ε1 + 1 = ε0 + 1; ε3 = ε2 + 1 = ε0 + 3; ...
εn = ε0 + n = n+ 1

2 ; n = 0, 1, 2, ...

En = ~ω
(
n+

1

2

)
; n = 0, 1, 2, ...

Знайдемо ХФ основного стану (це ХФ оператора â iз ВЗ, що дорiвнює
нулю)

1√
2

(
Q+

d

dQ

)
ψ0 = 0;

dψ0

dQ
= −Qψ0;

dψ0

ψ0
= −QdQ; lnψ0 = lnC − Q2

2
; ψ0 = Ce−

Q2

2 .

Нормуємо на одиницю (для довiдки:
∫ +∞
−∞ e−αx

2

dx =
√

π
α . )∫ +∞

−∞
|ψ0|2dQ = 1; |C|2

∫ +∞

−∞
e−

Q2

2 dQ = 1; |C|2
√
π = 1; C =

1

π1/4
;
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ψ0 =
1

π1/4
e−

Q2

2 ; Q =

√
mω

~
x.

ХФ збуджених станiв отримаємо за допомогою оператора â†:

a†ψn =
√

(εn + 1/2)ψn+1 =
√
n+ 1ψn+1;

ψn = 1√
n
a†ψn−1 = ... = 1√

n!
(a†)nψ0;

ψn(Q) = 1√
2nn!

(
Q− d

dQ

)n
ψ0 = 1√

π2nn!

(
Q− d

dQ

)n
e−

Q2

2 ;

(
Q− d

dQ

)n
e−

Q2

2 = (−1)ne
Q2

2
dn

dQn

(
e−Q

2
)

= e−
Q2

2 Hn(Q).

Зображення чисел заповнення:

a†ψn =
√
n+ 1ψn+1;

aψn =
√
nψn−1.

Залишимо в записi ХФ тiльки номер рiвня (це кiлькiсть квазiчастинок iз
даною енергiєю)

a†|n〉 =
√
n+ 1|n+ 1〉;

a|n〉 =
√
n|n− 1〉.

Hn(Q) – полiноми Ермiта. Оператори â†, â називають операторами породже-
ння та знищення (creation and annihilation). Оператор n̂ = a†a – оператор
числа частинок. Його власнi значення n = 0, 1, 2, ...

1.10.2. Когерентнi стани осцилятора
Легко перевiрити, що основному стану гармонiчного осцилятора вiдповiд-

ає мiнiмально можливий добуток невизначеностей

∆x2 ·∆p2 =
~2

4
.

Виявляється, що можна побудувати ХФ бiльш загального виду, для якої ви-
конується така ж рiвнiсть. Такi стани називаються когерентними. Це ВФ
оператора знищення

âψα = αψα,

де α – ВЗ оператора знищення, α – будь-яке комплексне число, тому що
оператор знищення неермiтiв (в оператора народження немає нi ВФ, нi ВЗ).

1√
2

(
Q+ d

dQ

)
ψ = αψ; dψ

dQ =
(
−Q+

√
2α
)
ψ; dψ

dψ =
(
−Q+

√
2α
)
dQ;

ψα = Ce−
Q2

2 +
√

2αQ = 1
π1/4e

α2−|α|2
2 e−

1
2(Q−

√
2α)

2

.
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ХФ когерентних станiв можна зв’язати зi СФ осцилятора (довгий висновок
опускаємо)

ψα(Q) = e−
|α|2

2

∞∑
n=0

αn√
n!
ψn(Q).

ХФ когерентних станiв не є ортогональними (можна перевiрити). Для таких
станiв (наводимо теж без доказу) виконується умова мiнiмуму добутку неви-
значеностей

∆Q2 ·∆P 2 =
1

4
.

Для звичайних розмiрних координати й iмпульсу

∆x2 ·∆p2 =
~2

4
.

Когерентнi стани найбiльш близькi до класичних станiв, у них частинка най-
бiльш локалiзована.

1.11. Рiвняння Шредiнгера у магнiтному полi

З електродинамiки вiдомо, що орбiтальному механiчному моменту ~L =
~r×~p вiдповiдає магнiтний момент ~µL = (e/2mc) ~L. За правилом вiдповiдностi
введемо орбiтальний магнiтний момент у квантовiй механiцi як

~µL = (e/2mc) ~̂L = (e~/2mc) ~̂l. (1.11.1)

У квантовiй механiцi кожна елементарна частинка має також власний ме-
ханiчний момент – спiн . Iз власним механiчним моментом зв’язаний власний
магнiтний момент частинки

~̂µs =
µ

s
~̂S,

де ~̂S – спiн частинки, µ – характерна для частинки стала. Спiн буває цi-
лий та напiвцiлий, а його проекцiя набуває 2s+1 значення вiд −s до +s. З
релятивiстського рiвняння Дiрака (узагальнення РШ на релятивiстський ви-
падок) випливає, що вiдношення спiнового магнiтного моменту до спiнового
механiчного моменту дорiвнює

µ

~A
= − |e|

mc
, s =

1

2
, −µ = µB =

|e| ~
2mc

= 0.927 · 10−20 ерг
гаус

.

Зв’язок спiнових моментiв для електрона

~̂µs = −2µB ~̂S = 2µ~̂S, µ < 0;

~̂µJ = µ(~̂l + 2Ŝ); ~̂j = ~̂l + ~̂S.
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З експериментальних даних випливає, що у протона спiновий i магнiтний
моменти паралельнi, а у нейтрона антипаралельнi:

µпротона = 2.79µяд.; µнейтрона = 1.91µяд.; µяд. =
e~

2mpc
.

Перетворимо згiдно iз принципом вiдповiдностi функцiю Гамiльтона для не-
релятивiстського заряду в електромагнiтному полi в оператор Гамiльтона (по-
ставимо «капелюшка», де це потрiбно)

Ĥ =
1

2m

(
~̂p− e

c
~A
)2

+ eϕ− ~̂µs ~H. (1.11.2)

Записаний гамiльтонiан Паулi для частинки, який має спiн 1/2. В.Паулi
запропонував цей гамiльтонiан в 1926 роцi для частинки зi спiном 1/2, просто
додавши в гамiльтонiан такий же доданок, як у класичнiй електродинамiцi
для взаємодiї магнiтного моменту iз зовнiшнiм магнiтним полем.

1.11.1. Рух електрона в однорiдному постiйному магнi-
тному полi. Рiвнi Ландау (1930)

Нехай магнiтне поле паралельне осi z ~H||oZ. Використаємо в (1.11.2) за-
пропоноване Ландау калiбрування векторного потенцiалу

~A = (0, xH, 0)

та запишемо гамiльтонiан електрона, який рухається у постiйному однорi-
дному магнiтному полi у виглядi

Ĥ =
1

2m

[
p̂2
x +

(
py −

eH

c
c

)2

+ p2
z

]
− 2µBHS

z; Sz = ±1

2
. (1.11.3)

Добавка, зв’язана зi спiновим магнiтним моментом, комутує з доданками у
квадратних дужках i дає внесок у рiвнi енергiї ±µBH. Її ми вiдкинемо та
розглянемо гамiльтонiан

Ĥ =
1

2m

[
p̂2
x +

(
p̂y −

eH

c
x̂

)2

+ p̂2
z

]
. (1.11.4)

Це й будуть рiвнi Ландау. Задача зводиться до знаходження енергети-
чних рiвнiв та ХФ лiнiйного осцилятора. Рiвнi енергiї квантуються в напрям-
ку, перпендикулярному магнiтному полю. Координати x та z не входять у
гамiльтонiан. Такi координати в класичнiй механiцi називають циклiчними.
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Кожнiй циклiчнiй координатi вiдповiдає закон збереження вiдповiдного уза-
гальненого iмпульсу. Розв’язок РШ можемо шукати у виглядi

ψ(x, y, z) = exp

[
i(pyy + pzz)

~

]
ψ(x).

Енергiї

Enpz = ~ω
(
n+

1

2

)
+

p2
z

2m
; ω =

eH

mc
.

Частота ω – це кругова частота для обертання класичного електрона в ма-
гнiтному полi.

Хвильова функцiя

ψn,py,pz = exp

[
i(pyy + pzz)

~

]
ψn(x) (1.11.5)

залежить вiд трьох квантових чисел, а енергiя – вiд двох.
Рiвнi Ландау виродженi по квантовому числу py. Кратнiсть виродження

залежить вiд величини магнiтного поля.

1.12. Теорiя збурень (ТЗ)

Розглянемо наближений метод розв’язку РШ для гамiльтонiана Ĥ. Нехай
Ĥ можна розбити на двi частини:

Ĥ = Ĥ0 + V̂ . (1.12.1)

Ĥ0 – називається основний гамiльтонiан (незбурений), для якого вiдомий то-
чний розв’язок стацiонарного рiвняння Шредiнгера

Ĥ0ψ
(0)
n = E(0)

n ψ(0)
n ,

(
ψ(0)
m , ψ(0)

n

)
= δmn.

V̂ – оператор збурення. Умову малостi оператора збурення знайдемо пiзнi-
ше. Якщо збурення V̂ явно не залежить вiд часу ∂V̂

∂t = 0 – це стацiонарна
ТЗ. Якщо при цiй умовi рiвнi енергiї основного гамiльтонiана Ĥ0 не виродже-
нi, то маємо стацiонарну ТВ без виродження. Якщо рiвнi енергiї основного
гамiльтонiана виродженi, то це буде стацiонарна ТЗ iз виродженням. При
∂V̂
∂t 6= 0 – будується нестацiонарна ТВ. Пiсля включення збурення зникають
стацiонарнi стани. Потрiбно розв’язувати точно або наближено нестацiонарне
РШ.
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1.12.1. Стацiонарна теорiя збурень без виродження
Розв’яжемо стацiонарне РШ методом послiдовних наближень

Ĥψ = Eψ,

E = E
(0)
n + E

(1)
n + E

(2)
n + ...; ψ = ψ

(0)
n + ψ

(1)
n + ψ

(2)
n + ... .

(Ĥ0 + V̂ )(ψ(0)
n + ψ(1)

n + ψ(2)
n ) ≈ (E(0)

n +E(1)
n +E(2)

n )(ψ(0)
n + ψ(1)

n + ψ(2)
n ). (1.12.2)

В (1.12.22) обмежилися розкладанням ХФ та енергiї до членiв 2-го поряд-
ку малостi.

Вважаємо, що точний розв’язок РШ у 0-му наближеннi нам вiдомий:

Ĥ0ψ
(0)
n = E(0)

n ψ(0)
n .

Зберемо з (1.12.2) усi доданки, що мають 1-й порядок малостi по оператору
збурення V̂ :

(Ĥ0 − E(0)
n )ψ(1)

n = (E(1)
n − V̂ )ψ(0)

n .

Знайдемо скалярний добуток(
ψ

(0)
m , (Ĥ0 − E(0)

n )ψ
(1)
n

)
=
(
ψ

(0)
m , (E

(1)
n − V̂ )ψ

(0)
n

)
;

(E
(0)
m − E(0)

n )
(
ψ

(0)
m , ψ

(1)
n

)
= E

(1)
n δmn −

(
ψ

(0)
m , V̂ ψ

(0)
n

)
.

Vmn =
(
ψ

(0)
m , V̂ ψ

(0)
n

)
– матричнi елементи оператора збурення;

(
ψ

(0)
m , ψ

(1)
n

)
–

коефiцiєнти розкладання в ряд Фур’є першої поправки до хвильової функцiї
по ВФ незбуреного гамiльтонiана Ĥ0

ψ(1)
n =

∑
m

C(1)
m ψ(0)

m ; C(1)
m =

(
ψ(0)
m , ψ(1)

n

)
.

Таким чином,
(E(0)

m − E(0)
n )C(1)

m = E(1)
n δmn − Vmn.

Якщо покладемо m = n, то отримаємо першу поправку до енергiї

E(1)
n = Vnn = V̄n,

яка визначається дiагональними матричними елементами оператора збурен-
ня. Вони ж одночасно є середнiми значеннями оператора збурення в станi з
ψ

(0)
n .
Першу поправку до ХФ знаходимо, поклавши m 6= n

ψ(1)
n =

∑
m 6=n

Vmn

E
(0)
n − E(0)

m

ψ(0)
m . (1.12.3)
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Пiдсумовування виконується по всiх m 6= n. Поправка до ХФ повинна бути
багато менше, нiж основна ХФ. Необхiдна умова для цього – малiсть усiх
коефiцiєнтiв розкладання в (1.12.3), тобто

|Vmn| << |E(0)
n − E(0)

m |. (1.12.4)

Вiдстанi мiж рiвнями повиннi бути багато бiльше матричних елементiв опе-
ратора збурення. Випишемо з (1.12.2) всi доданки 2-го порядку малостi

(Ĥ0 − E(0)
n )ψ(2)

n = E(2)
n ψ(0)

n + (E(1)
n − V̂ )ψ(1)

n .

Розглянемо скалярний добуток(
ψ(0)
m , (Ĥ0 − E(0)

n )ψ(2)
n

)
= E(2)

n δmn +
(
ψ(0)
m , (E(1)

n − V̂ )ψ(1)
n

)
;

(E(0)
m −E(0)

n )
(
ψ(0)
m , ψ(2)

n

)
= E(2)

n δmn+E(1)
n

(
ψ(0)
m , ψ(1)

n

)
−
(
ψ(0)
m , V̂ ψ(1)

n

)
. (1.12.5)

Поправку до енергiї E(2)
n знайдемо, поклавшиm = n в (1.12.5) та вiдставивши

ψ
(1)
n з (1.12.3). Другий доданок у правiй частинi зникає, тому що в (1.12.5)

немає ХФ ψ
(0)
n з iндексом m = n:

E(2)
n =

∑
m6=n

VnmVmn

E
(0)
n − E(0)

m

=
∑
m 6=n

|Vmn|2

E
(0)
n − E(0)

m

.

Випишемо ще раз усi отриманi формули стацiонарної ТЗ без виродження:{
E

(1)
n = Vnn;

ψ
(1)
n =

∑
m 6=n

Vmn
E

(0)
n −E(0)

m

ψ
(0)
m ;

E(2)
n =

∑
m6=n

|Vmn|2

E
(0)
n − E(0)

m

; (1.12.6)

Vmn =
(
ψ

(0)
m , V̂ ψ

(0)
n

)
– матричнi елементи оператора збурення. |Vmn| <<

|E(0)
m − E(0)

n | – умова застосовностi ТВ.

1.12.2. Стацiонарна ТЗ при наявностi виродження. Се-
кулярне рiвняння

У випадку виродження рiвнiв енергiї в нульовому наближеннi потрiбно
побудувати з вiдомих ХФ нульового наближення такi їхнi комбiнацiї, якi б
мало змiнювалися пiд дiєю збурення. Виродження при включеннi збурення
може бути зняте повнiстю або частково.
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Ĥ0ψ
(0)
n = E

(0)
n ψ

(0)
n ; ψ(0)

n , ψ
(0)
n′ , ..., ψ

(0)
n′′︸ ︷︷ ︸

s

(s-кратно вироджений рiвень).

Обираємо «пробну функцiю» у виглядi

ψ =
s∑

n′=1

C
(0)
n′ ψ

(0)
n′ (1.12.7)

та знаходимо наближений розв’язок РШ – рiвнi енергiї й коефiцiєнти C(0)
n′

(Ĥ0 + V̂ )
∑s

n′=1C
(0)
n′ ψ

(0)
n′ =

(
E(0) + E(1)

)∑s
n′=1C

(0)
n′ ψ

(0)
n′ ;(

ψ
(0)
n , (Ĥ0 + V̂ )

∑s
n′=1C

(0)
n′ ψ

(0)
n′

)
=
(
E(0) + E(1)

)∑s
n′=1C

(0)
n′

(
ψ(0)
n , ψ

(0)
n′

)
︸ ︷︷ ︸

δnn′

;

s∑
n′=1

C
(0)
n′

(
Vnn′ − E(1)δnn′

)
= 0. (1.12.8)

Умова iснування нетривiальних розв’язкiв у системи лiнiйних однорiдних
рiвнянь (1.12.8) – рiвнiсть нулю визначника системи

Det
(
Vnn′ − E(1)δnn′

)
= 0. (1.12.9)

Визначник (1.12.9) є алгебраїчним рiвнянням ступеня s вiдносно E(1.12.1). Таке
рiвняння має s коренiв. Якщо всi s коренiв (1.12.9) є рiзними, то виродження
знiмається повнiстю. Якщо серед коренiв є кратнi, то виродження знiмається
частково. Рiвняння (1.12.9) називають секулярним рiвнянням. Для кожного з
розв’язкiв (1.12.9) знаходимо вiдповiдну ХФ. Отримаємо правильнi хвильовi
функцiї нульового наближення

ψ =
s∑

n=1

C(0)
n ψ(0)

n .

З умови нормування на одиницю ХФ випливає, що

s∑
n=1

|C(0)
n |2 = 1. (1.12.10)

1.12.3. Теорiя збурень для дворiвневої системи
Як приклад застосування стацiонарної теорiї збурень з виродженням роз-

глянемо дворiвневу систему.
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Вiдшукаємо поправку першого наближення до власного значення та пра-
вильнi хвильовi функцiї нульового наближення для двократно виродженого
рiвня s = 2. Отримаємо з (1.12.8) два рiвняння{

(V11 − E(1))C
(0)
1 + V12C

(0)
2 = 0;

V21C
(0)
1 + (V22 − E(1))C

(0)
2 = 0.

(1.12.11)

Умова iснування нетривiальних розв’язкiв (1.12.11) набуває вигляду∣∣∣∣ V11 − E(1) V12

V ∗12 V22 − E(1)

∣∣∣∣ = 0;
(
V11 − E(1)

) (
V22 − E(1)

)
− |V12|2 = 0.

ε2 − (V11 + V22)ε+ V11V22 − |V12|2 = 0; E(1) ≡ ε.

Отримуємо два розв’язки квадратного рiвняння

ε± = V11+V22

2 ±
√(

V11−V22

2

)2
+ |V12|2;

ε±
V11+V22

2 ± ~ω; ~ω =

√(
V11−V22

2

)2
+ |V12|2.

(1.12.12)

Двократне виродження знiмається, якщо хоча б один з виразiв (V11 −
V22), V12 вiдмiнний вiд нуля. Припускаючи цю умову виконаною, знайдемо
правильнi ХФ нульового наближення. Пiдставимо вирази для енергiї (1.12.12)
в (1.12.11) i врахуємо умову нормування ХФ (1.12.10). Нижче наведенi роз-
рахунки, яких на лекцiї не було. Для спрощення запису покладемо далi
C

(0)
1,2 ≡ C1,2. {

(V11 − ε±)C1 + V12C2 = 0;
V21C1 + (V22 − ε±)C2 = 0.
|C1|2 + |C2|2 = 1.

Визначник системи (1.12.11) тепер дорiвнює нулю, й рiвняння стали лi-
нiйно залежними. Можна залишити одне iз двох рiвнянь i умову нормування
(тобто потрiбно вирiшувати два рiвняння iз двома невiдомими C1, C2). Зру-
чнiше, однак, зробити так. Виражаємо C2 через C1 iз двох верхнiх рiвнянь та
пiдставляємо добуток C2C

∗
2 = |C2|2 в умову нормування:{

C2 = (ε±−V11)
V12

C1;

C2 = V ∗12

(ε±−V22)C1.

{
C2 = (ε±−V11)

V12
C1;

C∗2 = V12

(ε±−V22)C
∗
1 .

|C1|2
(

1 +
V11 − ε±
V22 − ε±

)
= 1;

|C1|2
(
±2~ω
ε± − V22

)
= 1; |C1|2 = ± 1

2~ω

(
V11 − V22

2
± ~ω

)
=

1

2~ω

(
1± V11 − V22

2~ω

)
;

C1(±) = 1√
2

(
1± V11−V22

2~ω
)1/2

; C2(±) = 1
V12

(
−V11−V22

2 ± ~ω
)
C1(±) =

= ± ~ω
V12

(
1∓ V11−V22

2~ω
)

1√
2

(
1± V11−V22

2~ω
)1/2

= ± ~ω
V12

1√
2

(
1∓ V11−V22

2~ω
)1/2 |V12|

~ω ;
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C1(±) =
1√
2

(
1± V11 − V22

2~ω

)1/2

; C2(±) = ± 1√
2

|V12|
V12

(
1∓ V11 − V22

2~ω

)1/2

.

Наводимо без виведення уточнену формулу ТЗ iз виродженням (див. Лан-
дау, Лифшиц «Квантовая механика» §39, ф-ла (39.4)).

s∑
n′=1

(
Vnn′ +

∑
k

VnkVkn′

E
(0)
n − E(0)

k

− E(2)δn,n′

)
C

(0)
n′ = 0. (1.12.13)

Уточнена формула (1.12.13) ТЗ для вироджених рiвнiв враховує в другому
порядку ТВ матричнi елементи для переходiв у стани з iншими енергiями.
Така формула знадобиться для роз’вязку задачi про плоский ротатор з мо-
ментом iнерцiї I й дипольним моментом ~d, який знаходиться в однорiдному
електричну полi, що лежить у площинi обертання.

1.12.4. Нестацiонарна теорiя збурень
Якщо оператор збурення мiстить явну залежнiсть вiд часу, потрiбно

розв’язувати нестацiонарне РШ. Перший крок – це перехiд в енергетичне
зображення:

i~∂Ψ(q,t)
∂t =

(
Ĥ0 + V̂ (t)

)
Ψ(q, t);

Ψ(q, t) =
∑

k ak(t)Ψ
(0)
k (q, t); Ψ

(0)
k (q, t) = ψ

(0)
k (q)e−iE

(0)
k t/~,

i~
∑

k

(
ȧk(t)− iE

(0)
k

~ ak(t)
)
ψ

(0)
k (q)e−iE

(0)
k t/~ =

=
∑

k

(
E

(0)
k + V̂ (t)

)
ak(t)ψ

(0)
k (q)e−iE

(0)
k t/~.

Помножимо скалярно обидвi частини

i~
∑
k

ȧk(t)ψ
(0)
k (q)e−iE

(0)
k t/~ =

∑
k

V̂ (t)ak(t)ψ
(0)
k (q)e−iE

(0)
k t/~

на
(
ψ

(0)
m (q), ...:

i~
∑
k

ȧk(t)
(
ψ(0)
m , ψ

(0)
k

)
︸ ︷︷ ︸

=δmk

e−iE
(0)
k t/~ =

∑
k

(
ψ(0)
m , V̂ (t)ψ

(0)
k

)
ak(t)e

−iE(0)
k t/~

i знайдемо точне нестацiонарне РШ в енергетичному зображеннi

i~
dam
∂t

=
∑
k

Vmk(t)e
iωmktak. (1.12.14)
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Тут

Vmk(t) =
(
ψ(0)
m , V̂ ψ

(0)
k

)
= Vmk, ωmk =

E
(0)
m − E(0)

k

~
,

ωmk – частота переходу. Поки рiвняння для хвильової функцiї am(t) в енер-
гетичному зображеннi є точним. Будемо розв’язувати його наближено, вва-
жаючи, що до моменту включення збурення система перебувала n-му стацiо-
нарному станi:

akn ≈ δk,n + a
(1)
kn (t), a

(1)
kn = − i

~

∫
Vkne

iωkntdt. (1.12.15)

Зокрема, отримана формула для a
(1)
kn (1.12.15) дозволяє знайти iмовiрнiсть

переходу з початкового стану в кiнцевий пiд впливом збурення, що дiє про-
тягом кiнцевого часу. Якщо припустити, що збурення повiльно вмикається й
вимикається, тобто V (t→ ±∞)→ 0, то з (1.12.15) випливає, що в будь-який
момент часу t

a
(1)
kn (t) = − i

~

∫ t

−∞
Vkne

iωkntdt.

При t→ +∞

a
(1)
kn (+∞) = − i

~

∫ +∞

−∞
Vkne

iωkntdt.

Таким чином, iмовiрнiсть переходу з початкового стану n у кiнцевий стан k
дорiвнює

wk←n = |a(1)
kn (+∞)|2 =

1

~2

∣∣∣∣∫ ∞
−∞

Vkne
iωkntdt

∣∣∣∣2 . (1.12.16)

Можна розглянути перiодичне збурення V̂ = F̂ e−iωt + F̂ †eiωt:

Vkn = Fkne
−iωt + F ∗kne

iωt; a
(1)
kn (t) = Fkne

i(ωkn−ω)t

~(ωkn−ω) +
F ∗kne

i(ωkn+ω)t

~(ωkn+ω) ;

ω = ±ωkn.
(1.12.17)

Можна розглянути переходи в суцiльному спектрi й одержати iмовiрнiсть
переходу за одиницю часу

dWf←i =
2π

~
|Ffi|δ(Ef − Ei − ~ω)dνf (1.12.18)

з початкового стану з енергiєю Ei в кiнцевий стан з енергiєю Ef = Ei + ~ω.
Формули (1.12.17) i (1.12.18) наведенi без виведення.
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1.13. Квазiкласичне наближення

Розглянемо наближений розв’язок РШ за умови λD << L – довжина хвилi
де Бройля, мала у порiвняннi з лiнiйними розмiрами системи. Наприклад, це
дуже широка та глибока потенцiальна яма або слабко прозорий (широкий i
високий) бар’єр (див. рис. 1.10).

Рис. 1.10: Необхiднi умови застосування квазiкласичного наближення

Властивостi квантової системи в цьому випадку близькi до класичних.
Квантування проявляється «слабко», але властивостi змiнюються кардиналь-
но (квантування рiвнiв енергiї в ямi й тунелювання через класично недосту-
пну область у випадку потенцiального бар’єра). Розглянемо розв’язок РШ
для спрощення розрахункiв на прикладi одномiрного стацiонарного РШ

− ~2

2m
ψ′′(x) + U(x)ψ(x) = Eψ(x) (1.13.1)

за умови, що постiйна Планка є малим параметром. Розв’язок будемо шукати
у виглядi

ψ(x) = e
i
~σ(x).

Точне РШ для σ(x)

1

2m
(σ′)

2 − i~
2m

σ′′ = E − U(x). (1.13.2)

Розв’язок шукаємо методом послiдовних наближень

σ = σ0 +

(
~
i

)
σ1 +

(
~
i

)2

σ2 + ...
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1
2m

(
σ′0 + ~

iσ
′
1

)2 − i~
2m (σ′′0 + σ′′1) ≈ E − U(x);

(σ′0)
2 + 2

(~
i

)
σ′0σ

′
1 − i~σ′′0 ≈ 2m [E − U(x)].

У нульовому наближеннi (1.13.2) набуває вигляду

1

2m

(
dσ0

dx

)2

+ U(x) = E. (1.13.3)

Рiвняння (1.13.3) – це рiвняння Гамiльтона–Якобi для «скороченої» дiї
S0(~r). Таким чином, стацiонарне РШ для частинки в зовнiшньому полi за
умови ~ → 0 переходить у рiвняння Гамiльтона–Якобi класичної механiки.
Це є «класична границя» квантової механiки.

Нестацiонарне РШ для частинки в зовнiшньому полi має своєю класичною
границею рiвняння Гамiльтона–Якобi для функцiї дiї S(~r, t). (Це твердження
доводити не будемо.)

З (1.13.3) отримаємо

dσ0

dx
= ±

√
2m [E − U(x)]. (1.13.4)

У класичнiй механiцi в постiйному зовнiшньому полi U(x) зберiгається енер-
гiя

E =
p2

2m
+ U(x).

Класичний iмпульс p(x) =
√

2m [E − U(x)]. Розв’язок (1.13.4) можна пред-
ставити у виглядi

σ0(x) = ±
∫
p(x)dx+ const. (1.13.5)

Перше наближення

2σ′0σ
′
1 + σ′′0 = 0; dσ1

dx = −1
2
σ′′0
σ′0

; σ′(x) = ±p(x);
dσ1

dx = −1
2
d
dx (ln p(x)) ;

σ1(x) = C ln

(
1√
p(x)

)
. (1.13.6)

Умова застосовностi

(σ′0)
2 �

∣∣∣∣2(~i
)
σ′0σ

′
1 − i~σ′′0

∣∣∣∣ ; p(x)2 � ~
∣∣∣∣dpdx
∣∣∣∣ ; |p(x)| �

∣∣∣∣ ~
p(x)

dp

dx

∣∣∣∣ ;∣∣∣∣dpdxλ̄
∣∣∣∣� |p(x)|, λ̄ =

~
p(x)

. (1.13.7)
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Тобто змiна iмпульсу на вiдстанях порядку довжини хвилi де Бройля повин-
на бути багато менше iмпульсу. Умова застосовностi порушується поблизу
класичних точок зупинки, у яких iмпульс обертається в нуль.

Наближений розв’язок РШ iз урахуванням нульового й першого набли-
жень (1.13.5) i (1.13.6) має вигляд

ψ(x) =
C1√
p(x)

exp

[
i

~

∫
p(x)dx

]
+

C2√
p(x)

exp

[
− i
~

∫
p(x)dx

]
, E > U(x)

(1.13.8)
у класично доступнiй областi та

ψ(x) =
C1√
|(x)|

exp

[
1

~

∫
|p(x)}dx

]
+

C2√
|p(x)|

exp

[
−1

~

∫
|p(x)|dx

]
, E < U(x)

(1.13.9)
у класично недоступнiй областi, у якiй повна енергiя менше потенцiальної, а
iмпульс – уявний, тому |p(x)| =

√
2m [U(x)− E].

1.13.1. Правило квантування Бора–Зомерфельда
Умова квазiкласичностi (1.13.7) порушується поблизу точок зупинки. По-

близу вiд таких точок хвильовими функцiями (1.13.8) i (1.13.9) користува-
тися не можна. Розв’язки потрiбно «зшити» так, щоб ХФ залишалася без-
перервною. Якщо потенцiальна енергiя поблизу вiд точки зупинки змiнює-
ться плавно i її розкладання в ряд Тейлора має доданок, лiнiйний за x − a,
можна «зшивку» виконати через розв’язок РШ iз потенцiальною енергiєю
U(x) ≈ U(a) +U ′(a)(x−a). Точнi розв’язки для такої потенцiальної енергiї –
функцiї Ейрi. Вiдомi асимптотики функцiї Ейрi для великих значень аргумен-
ту порiвнюємо з (1.13.8), (1.13.9) та знаходимо такi комбiнацiї двох лiнiйно
незалежних розв’язкiв (1.13.8) та (1.13.9), якi б збiгалися з асимптотиками
функцiї Ейрi. Наведемо без висновку умови такої «зшивки» для розв’язкiв
(1.13.8) та (1.13.9) при переходi iз класично недоступної областi в класично
доступну область

C

2
√
|p|

exp

[
1

~

∣∣∣∣∫ a

x

|p|dx
∣∣∣∣]→ C

√
p

sin

[
1

~

∣∣∣∣∫ x

a

pdx

∣∣∣∣+
π

4

]
.

Для вертикальної стiнки умова квазiкласичностi виконується до самої гра-
ницi, а квантова частинка не може подолати нескiнченний потенцiал, тому
умова «зшивки» iнша:

0→ C
√
p

sin

[
1

~

∣∣∣∣∫ x

a

pdx

∣∣∣∣] . (1.13.10)
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Правило квантування Бора–Зомерфельда
Знайдемо квазiкласичну ХФ частинки, яка здiйснює фiнiтний рух у по-

тенцiальнiй ямi за умови «гладких» стiнок (1.13.9). Перехiд iз класично не-
доступної областi лiворуч-праворуч та праворуч-лiворуч у довiльну точку x
в серединi ями

C

2
√
|p|

exp
[

1
~
∫ a
x |p|dx

]
→ C√

p sin

1

~

∫ x

a

pdx+
π

4︸ ︷︷ ︸
α

 =

= C ′√
p sin

1

~

∫ b

x

pdx+
π

4︸ ︷︷ ︸
β

← C ′

2
√
|p|

exp
[

1
~
∫ x
b |p|dx

]
.

Рiвнiсть можлива за умови C ′ = ±C та

sinα∓ sin β = 0;
α + β = π(n+ 1),

1
~
∫ b
a pdx+ π

2 = π (n+ 1) , n = 0, 1, 2, ...

Якщо розглядати iнтеграл в останньому виразi вiд a до b як iнтеграл вiд b
до a з iмпульсом p < 0, то∫ b

a

pdx−
∫ a

b

pdx = 2

∫ b

a

pdx =

∮
pdx = 2π~

(
n+

1

2

)
.

Цей криволiнiйний iнтеграл є не що iнше, як адiабатичний iнварiант. Та-
ким чином, у квазiкласичному наближеннi при фiнiтному русi адi-
абатичнi iнварiанти квантуються. Iншими словами, квантується площа
траєкторiї руху частинки у фазовому просторi. Фазовий простiр – це 6N -
мiрний простiр координат i iмпульсiв системи з 3N ступенями вiльностi. Для
частинки з одним ступенем вiльностi фазовий простiр двовимiрний. Якщо
одна зi стiнок ями вертикальна, то умова «зшивки» набуде вигляду

0→ C
√
p

sin

1

~

∫ x

a

pdx︸ ︷︷ ︸
α

 =
C ′
√
p

sin

1

~

∫ b

x

pdx+
π

4︸ ︷︷ ︸
β

← C ′

2
√
|p|

exp

[
1

~

∫ x

b

|p|dx
]
.

1

~

∫ b

a

pdx+
π

4
= π (n+ 1) , n = 0, 1, 2, ...∫ b

a

pdx = π~
(
n+

3

4

)
або

∮
pdx = 2π~

(
n+

3

4

)
.
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Знайшли правило квантування Бора–Зомерфельда:∫ b

a

pdx = π~
(
n+

1

2

)
;

∮
pdx = 2π~

(
n+

1

2

)
; (1.13.11)

∫ b

a

pdx = π~
(
n+

3

4

)
;

∮
pdx = 2π~

(
n+

3

4

)
(1.13.12)

для квазiкласичного руху в потеннцiальнiй ямi iз плавними стiнками та в ямi
з однiєю вертикальною стiнкою вiдповiдно.

Умову квазiкласичностi можна записати ще й так: n� 1 – квантовi числа
повиннi набувати великi значення.

Рiвнi енергiї лiнiйного осцилятора у квазiкласичному наближеннi

Для осцилятора зручно скористатися формулою
∮
pdx = 2π~

(
n+ 1

2

)
.

Енергiя

E =
p2

2m
+
mω2x2

2

класичного осцилятора зберiгається.
Траєкторiя руху у фазовому просторi є елiпсом

p2(√
2mE

)2 +
x2(√

2E
/
mω2

)2 = 1

з напiвосями
√

2E
/
mω2 та

√
2mE.

Його площа

Sellipce = π
√

2E
/
mω2 ·

√
2mE =

2πE

ω
= 2π~

(
n+

1

2

)
.

Вираз для рiвнiв енергiї осцилятора у квазiкласичному наближеннi збiга-
ється з точним результатом

En = ~ω
(
n+

1

2

)
, n = 0, 1, 2, ...

Квазiкласичне наближення для рiвнiв енергiї одноелектронного атома та
для нескiнченно глибокої прямокутної ями також збiгається з вiдповiдни-
ми точними рiвнями енергiї. Наприклад, для нескiнченно глибокої ями зав-
ширшки a правило квантування буде таким (з обох бокiв виконується умова
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«зшиванння» (1.13.10)). З урахуванням цих правил «зшивання» квазiкласи-
чних ХФ отримуємо

0→ C√
p sin

[
1

~

∣∣∣∣∫ x

0

pdx

∣∣∣∣]︸ ︷︷ ︸
α

= C ′√
p sin

[
1

~

∣∣∣∣∫ a

x

pdx

∣∣∣∣]︸ ︷︷ ︸
β

← 0;

C ′ = ±C; α + β = π(n+ 1), n = 0, 1, 2, ...∫ a
0 pdx = π~(n+ 1); p =

√
2mE;∫ a

0

pdx = π~ (n+ 1) . (1.13.13)

В серединi ями потенцiальна енергiя дорiвнює нулю, а класичний iмпульс
зберiгається та дорiвнює p =

√
2mE. Маємо

√
2mE

∫ a
0 dx = π~ (n+ 1) ;

√
2mEa = π~ (n+ 1) ;

En =
π2~2(n+ 1)

2ma2
. (1.13.14)

Квазiкласичний результат для рiвнiв енергiї частинки в нескiнченно глибокiй
ямi (1.13.14) збiгся з точним розв’язком.

1.13.2. Квазiкласичний коефiцiєнт прозоростi бар’єра

Формулу для коефiцiєнта прозоростi потенцiального бар’єра в квазiкла-
сичному наближеннi наводимо без виведення

D ≈ exp

(
−2

~

∫ b

a

|p(x)|dx
)
. (1.13.15)

Необхiдна умова застосовностi формули (1.13.15): D � 1, бiльш точна
необхiдна умова застосовностi квазiкласичного пiдходу:∣∣∣∣λ̄dpdx

∣∣∣∣ << |p| , |p(x)| =
√

2m(U(x)− E); λ̄ =
~
|p(x)|

.

Для бар’єра з однiєю або двома вертикальними стiнками формула (1.13.15)
застосовна лише по порядку величини точнiстю до множника перед експо-
нентою

D ∼ exp

(
−2

~

∫ b

a

|p(x)|dx
)
. (1.13.16)
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Наприклад, для прямокутного бар’єра завширшки a та заввишки U0 ква-
зiкласична оцiнка за формулою (1.13.16) дає такий результат

D ∼ exp

(
−2

~

∫ a

0

|p(x)|dx
)

= exp

(
−2

~

∫ a

0

√
2m(U0 − E)dx

)
;

D ∼ exp

(
−

2
√

2m(U0 − E)a

~

)
. (1.13.17)

Висота й ширина бар’єра повиннi бути такими, щоб при E → +0 викону-
валася нерiвнiсть

2
√

2mU0a

~
� 1;

mU0a
2

~2
� 1.

Тобто для «квазiкласичностi» потрiбний досить високий та широкий бар’єр
плюс важка частинка. Вiдкинули числовi множники при виконаннi оцiнки
за порядком величини. Якщо ця вимога виконана, то енергiї, для яких кое-
фiцiєнт прозоростi можна оцiнювати в квазiкласичному наближеннi, повиннi
задовольняти нерiвностi

2
√

2m(U0 − E)a

~
� 1; E � U0 −

~2

8ma2
.

У параграфi 1.3.5 задача про проходження частинки через прямокутний
бар’єр була розв’язана точно й отриманi наступнi формули:

D =
1

1 +
(
k2+κ2

2kκ

)2
sh2κa

; κ =

√
2m(U0 − E)

~
; k =

√
2mE

~
. (1.13.18)

Для слабко прозорого бар’єра κa � 1, shκa ≈ 1
2e
κa, тому коефiцiєнт прозо-

ростi

D ≈ 16k2κ2

(k2 + κ2)2
e−2κa. (1.13.19)

Формули (1.13.17) i (1.13.19) збiгаються з точнiстю до множника перед експо-
нентою, який не враховується в наближенiй квазiкласичнiй формулi (1.13.16).

1.13.3. Теорiя альфа-розпаду

Визначимо iмовiрнiсть виходу частинки (з рiвним нулю кутовим момен-
том l = 0) iз центрально-симетричної ями (α-розпад).

Побудуємо теорiю альфа-розпаду (Г.Гамов 1928 рiк, Геттiнген). Георгiй
Гамов застосував iдею про квантовомеханiчне проникнення альфа-частинки,
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що утворилася у нестабiльному ядрi, через кулонiвський бар’єр (тунелюва-
ння) i показав, що частинки навiть iз не дуже великою енергiєю можуть iз
певною ймовiрнiстю вилiтати з ядра. Це було перше успiшне пояснення пове-
дiнки радiоактивних елементiв на основi квантової теорiї.

Розглянемо потенцiальну енергiю наступного виду (див. рис. нижче):

U(r) =

{
−U0, 0 ≤ x < r0;
α
r , r > r0.

(1.13.20)

Тут α = 2(Z − 2)e2, де Z – заряд ядра до альфа-розпаду, a – розмiр ядра.
Розмiр атома визначається умовою E = α/r0. Вiдомо, що a� r0.

Рис. 1.11: Схематичне зображення потенцiальної енергiї (1.13.20)

Оцiнимо за формулою (1.13.16) за порядком величини коефiцiєнт прозо-
ростi бар’єра (1.13.20). Це й буде ймовiрнiсть альфа-розпаду. Маємо

D ∼ exp

(
−2

~
∫ r0

a

√
2m
(
α
r −

α
r0

)
dr

)
= exp

[
−2
√

2mαr0

~
∫ r0

a

√(
r0

r − 1
)
d
(
r
r0

)]
=

=
{
x = r

r0

}
= exp

[
−2
√

2mαr0

~
∫ 1

a/r0

√(
1
x − 1

)
dx
]

= exp
[
−2
√

2mαr0

~ · I
]
.

Обчислимо iнтеграл I :

I =

∫ 1

a/r0

√(
1

x
− 1

)
dx =

√(
1

x
− 1

)
x

∣∣∣∣∣
1

a/r0

+
1

2

∫ 1

a/r0

1√
x

dx√
1− x

=
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= −
(
r0

a − 1
)1/2

(
a
r0

)
+
∫ 1

a/r0

d(
√
x)√

1−(
√
x)

2
= −

√
a
r0

(
1− a

r0

)
+ arcsin (

√
x)|1a/r0

=

=

√
a
r0

(
1− a

r0

)
− arcsin

(√
a
r0

)
+ π

2 ≈
π
2 .

У такому наближеннi коефiцiєнт прозоростi

D ∼ exp

(
−πα

~

√
2m

E

)
. (1.13.21)

З урахуванням формули для нерелятивiстської кiнетичної енергiї

E =
mv 2

2

формулу (1.13.21) можна записати у виглядi

D ∼ exp

(
−2πα

~v

)
. (1.13.22)

Умова застосовностi оцiночної формули (1.13.22) α/~v � 1.



Роздiл 2

Конспект практичних
занять

2.1. Математичний апарат квантової механiки

2.1.1. Лiнiйнi оператори. Комутатор операторiв

Визначення та властивостi лiнiйних операторiв див. у пунктi 1.4.1.

Приклади завдань з розв’язками до пункту 2.1.1

2.1.1. Обчислити операторнi вирази:

(а)
( d

dx
+ x
)2

; (б)
[
x2,

d

dx

]
; (в)

[
x

d

dx
,

1

x

]
.

Тут комутатор двох операторiв визначено наступним чином:

[Â, B̂] = ÂB̂ − B̂Â.

Розв’язок задачi 2.1.1а. Для перетворення оператора (операторного
виразу), який мiстить оператори у явному виглядi, потрiбно подiяти таким
оператором на довiльну функцiю f . Перетворимо даний вираз:( d

dx
+ x
)2

f(x) =
( d

dx
+ x
)[( d

dx
+ x
)
f(x)

]
=
( d

dx
+ x
)[df(x)

dx
+ xf(x)

]
=

=
d2f(x)

dx2
+

d
[
xf(x)

]
dx

+ x
df(x)

dx
+ x2f(x) =

[ d2

dx2
+ 2x

d

dx
+ 1 + x2

]
f(x),

звiдки остаточно отримуємо:
( d

dx
+ x
)2

=
d2

dx2
+ 2x

d

dx
+ 1 + x2.
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Розв’язок задачi 2.1.1б. Перетворимо даний вираз:
[
x2,

d

dx

]
f(x) =

= x2 df(x)

dx
− d

dx

[
x2f(x)

]
= x2 df(x)

dx
− 2xf(x)− x2 df(x)

dx
= −2xf(x).

Розв’язок задачi 2.1.1в. Перетворимо даний вираз:
[
x

d

dx
,

1

x

]
f(x) =

= x
d

dx

f(x)

x
− x

x

df(x)

dx
= −f(x)

x
+

df(x)

dx
− df(x)

dx
= −f(x)

x
.

2.1.2. Оператори L̂ та M̂ задовольняють умовi [M̂, L̂] = 1. Обчислити
комутатори:

(а) [M̂n, L̂]; (б) [f(M̂), L̂].

Зауваження: Функцiя вiд оператора може бути визначена за допомогою
ряду Тейлора:

f(M̂) = f(0) + f ′(0)M̂ +
f ′′(0)

2!
M̂ 2 +

f ′′′(0)

3!
M̂ 3 + . . .

Розв’язок задачi 2.1.2а. За допомогою комутацiйного спiввiдношення
[M̂, L̂] = 1 виразимо M̂L̂ = 1 + L̂M̂ . Далi перетворюємо:

[M̂n, L̂] = M̂nL̂− L̂M̂n = M̂n−1M̂L̂− L̂M̂n = M̂n−1(1 + L̂M̂)− L̂M̂n =

= M̂n−1 + M̂n−1L̂M̂ − L̂M̂n = M̂n−1 + M̂n−2(1 + L̂M̂)M̂ − L̂M̂n =

= 2M̂n−1 +Mn−2L̂M̂ 2 − L̂M̂n = . . . = nM̂n−1 + L̂M̂n − L̂M̂n = nM̂n−1.

Тобто остаточно маємо: [M̂n, L̂] = nM̂n−1.

Розв’язок задачi 2.1.2б. Скористаємося рядом Тейлора для оператора
f(M̂) та маємо:

[f(M̂), L̂] = f(0)[1, L̂] +
f ′(0)

1!
[M̂, L̂] +

f ′′(0)

2!
[M̂ 2, L̂] + . . .

f (n)(0)

n!
[M̂n, L̂] + . . . =

= f ′(0) +
f ′′(0)

1!
M̂ + . . .

f (n)(0)

(n− 1)!
Mn−1 + . . . .

Останнiй вираз — це ряд Тейлора для f ′(M̂). Тому остаточно отримуємо:

[f(M̂), L̂] = f ′(M̂).
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2.1.3. Обчислити явний вигляд оператора exp
[
a

d

dx

]
, де a — довiльна дiй-

сна постiйна.

Розв’язок задачi 2.1.3. Запишемо ряд Тейлора ex = 1+
x

1!
+
x2

2!
+...+

xn

n!
.

Тодi exp
[
a

d

dx

]
f(x) =

(
1 +

a

1!

d

dx
+
a2

2!

d2

dx2
+ . . .+

an

n!

dn

dx2
+ . . .

)
f(x) =

= f(x) +
a

1!
f ′(x) +

az

2!
f ′′(x) + . . .+

an

n!
f (n)(x) + . . . = f(x+ a).

Звiдси випливає, що exp
[
a

d

dx

]
= T̂a — оператор зсуву, T̂af(x) = f(x+ a).

Завдання для самостiйної роботи до пункту 2.1.1

2.1.4. Обчислити операторнi вирази:

(а)
(1

x

d

dx

)2

; (б)
[
x2 +

d

dx
,

1

x

]
; (в)

[ d2

dx2
, cos(2x)

]
;

2.1.5. Дано три оператори K̂, L̂ i M̂ . Довести наступнi спiввiдношення:

(а) [K̂L̂, M̂ ] = K̂[L̂, M̂ ] + [K̂, M̂ ]L̂;

(б)
[
K̂, [L̂, M̂ ]

]
+
[
L̂, [M̂, K̂]

]
+
[
M̂, [K̂, L̂]

]
= 0 (спiввiдношення Якобi);

(в) eM̂ L̂e−M̂ = L̂+ [M̂, L̂] +
1

2!

[
M̂, [M̂, L̂]

]
+

1

3!

[
M̂,
[
M̂, [M̂, L̂]

]]
+ . . . ;

Зауваження: eK̂ = 1̂ + K̂ +
1

2!
K̂2 +

1

3!
K̂3 + . . .

2.1.6. Обчислити явний вигляд оператора exp
[
iaÎ
]
, де a — довiльна дiй-

сна постiйна, Î — оператор вiддзеркалення, Îψ(x) = ψ(−x).

2.1.2. Ермiтово-спряженi та ермiтовi оператори
Визначення ермiтово-спряжених та ермiтових операторiв були данi у пун-

ктi 1.4.1. Тут нагадаємо основнi положення.
Скалярний добуток векторiв: (~x, ~y) = x∗1y1 + x∗2y2 + ... =

∑
k

x∗kyk.

Скалярний добуток функцiй: (f, g) =
+∞∫
−∞

f ∗(x)g(x)dx.

Властивостi скалярного добутку:
(f + g, h) = (f, h) + (g, h); (αf, βg) = α∗β(f, g); (f, g) = (g, f)∗.
Визначення 1 : Оператор Â† називається спряженим (ермiтово-спряженим)
до оператора Â, якщо для довiльних векторiв (функцiй) f i g виконується
рiвнiсть (Âf, g) = (f, Â†g).
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Визначення 2 : Оператор Â† називається самоспряженим (ермiтовим), якщо
Â† = Â.

Приклади завдань з розв’язками до пункту 2.1.2

2.1.7. Довести, що довiльний оператор L̂ можна представити в наступно-
му виглядi: L̂ = M̂ + iN̂ , де M̂ та N̂ — деякi ермiтовi оператори, так званi
ермiтова i антиермiтова частина оператора L̂, вiдповiдно.

Зауваження: Покажiть, що оператори M̂ = (L̂+ L̂†)/2 i N̂ = i(L̂†− L̂)/2
— ермiтовi.

Розв’язок задачi 2.1.7. Вiзьмемо оператори M̂ i N̂ у наступному ви-
глядi: M̂ = (L̂+ L̂†)/2 i N̂ = i(L̂† − L̂)/2. Очевидно, що

M̂ + iN̂ = (L̂+ L̂†)/2− (L̂† − L̂)/2 = L̂.

Перевiримо, що N̂ † = N̂ (для M̂ доведення аналогiчне), тобто покажемо
(N̂f, g)

?
= (f, N̂g). Проведемо перетворення, скориставшись властивостями

скалярного добутку:(
i(L̂† − L̂)f/2, g

) ?
=
(
f, i(L̂† − L̂)g/2

)
,

−i
(
L̂†f, g

)
/2 + i

(
L̂f, g

)
/2

?
= i
(
f, L̂†g

)
/2− i

(
f, L̂g

)
/2.

Остання рiвнiсть правильна, оскiльки за визначенням спряженого оператора
та властивiстю скалярного добутку виконанi такi рiвностi:

(
L̂f, g

)
=
(
f, L̂†g

)
та
(
L̂†f, g

)∗
=
(
f, L̂g

)∗.
2.1.8. Обчислити ермiтовим пов’язаний оператор L̂†, де L̂ визначений та-

ким чином:

(а) L̂ϕ(x) = ixϕ(x); (б) L̂ϕ(x) =
dϕ(x)

dx
.

Розв’язок задачi 2.1.8а. Запишемо визначення спряженого оператора:
(L̂f, g) = (f, L̂†g). Пiдставимо сюди оператор L̂ = ix та вираз для скалярного

добутку:
∞∫
−∞

[ixf(x)]∗g(x)dx =
∞∫
−∞

f ∗(x)L̂†g(x)dx.

Перетворимо лiву частину так, щоб вона стала схожа на праву:
∞∫

−∞

[ixf(x)]∗g(x)dx =

∞∫
−∞

f ∗(x)[−ixg(x)]dx.

Звiдси ми робимо висновок, що L̂† = −ix.
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Розв’язок задачi 2.1.8б. Аналогiчно попереднiй задачi запишемо ви-

значення спряженого оператора, пiдставляючи оператор L̂ =
d

dx
:

∞∫
−∞

[df(x)

dx

]∗
g(x)dx =

∞∫
−∞

f ∗(x)L̂†g(x)∗dx.

Перетворимо лiву частину так, щоб вона стала схожа на праву:

∞∫
−∞

[df(x)

dx

]∗
g(x)dx =

���
���

���:
0

f ∗(x)g(x)
∣∣∞
−∞ −

∞∫
−∞

f ∗(x)
dg(x)

dx
dx.

Звiдси ми робимо висновок, що L̂† = − d

dx
.

Завдання для самостiйної роботи до пункту 2.1.2

2.1.9. Для довiльних операторiв Â та B̂ довести, що:

(а)
(
Â†
)†

= Â; (б)
(
ÂB̂
)†

= B̂†Â†;

(в) ÂÂ†, Â†Â i [Â, Â†] — ермiтовi оператори;

(г) якщо Â — ермiтiв, то B̂ÂB̂† також ермiтiв;

(д) якщо Â та B̂ — ермiтовi, то оператори ÂB̂+B̂Â та i
(
ÂB̂−B̂Â

)
також

ермiтовi.

2.1.10. Обчислити ермiтово-спряжений оператор L̂†, де L̂:

(а) L̂ = Î — оператор вiддзеркалення, Îψ(x) = ψ(−x);

(б) L̂ = T̂a — оператор зсуву, T̂aψ(x) = ψ(x+ a);

(в) L̂ =
d2

dx2
; (г) L̂ =

(
x+

d

dx

)2

; (д) L̂ϕ(x) =

∞∫
−∞

dyL(x, y)ϕ(y).

2.1.11. Ядро L(x, y) iнтегрального оператора L̂ (див. 2.1.10д) є функцiєю
виду:

(а) L(x, y) = f(x+ y); (б) L(x, y) = g(x− y); (в) L(x, y) = h(x)l(y).

Якi обмеження на функцiї f(x), g(x), h(x) та l(x) випливають з ермiтовостi
оператора L̂?
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2.1.3. Власнi функцiї i власнi числа операторiв. Середнi
значення

Визначення (див. пункт 1.4.1): Якщо для деякого вектора (функцiї) ~aL 6=
0 i числа L виконана рiвнiсть L̂~aL = L~aL, то вектор (функцiя) ~aL називається
власним вектором (функцiєю), а число L — власним числом оператора L̂.

Середнє значення оператора (фiзичної величини) (див. пункт 1.4.6):

F = 〈F 〉 = (ψ, F̂ψ) =

∞∫
−∞

ψ∗(x)F̂ψ(x)dx.

Приклади завдань з розв’язками до пункту 2.1.3

2.1.12. Визначити власнi значення i нормованi власнi функцiї (вектори)
оператора L̂:

(а) L̂ =

(
0 i
−i 0

)
; (б) L̂ = x+

d

dx
.

Розв’язок задачi 2.1.12а. За визначенням маємо:(
0 i
−i 0

)(
x
y

)
= L

(
x
y

)
.

Перемножуючи матрицю на вектор, приходимо до системи рiвнянь{
0x+ iy = Lx,
−ix+ 0y = Ly.

Виключаємо невiдому y за допомогою першого рiвняння i маємо x(L2 −
1) = 0. Звiдки x = 0 або L2 = 1. У першому випадку x = y = 0, тобто ~aL = 0
— не є власним вектором. У другому випадку отримаємо два власнi числа
L = ±1.

Для обох чисел повертаємось до системи рiвнянь i отримуємо власнi ве-
ктори:

~a1 =

(
x
−ix

)
= x

(
1
−i

)
, ~a−1 =

(
x
ix

)
= x

(
1
i

)
.

Значення довiльної величини x знайдемо з умови нормування:
|~a±1|2 = |x|2 + |y|2 = |x|2 + | ∓ ix|2 = |x|2

√
2 = 1, звiдки x = 1/

√
2.

Розв’язок задачi 2.1.12б. За визначенням маємо:( d

dx
+ x
)
ψ(x) = Lψ(x).
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Розкриваючи дужки та перетворюючи, отримаємо диференцiальне рiвняння:

dψ(x)

dx
= ψ(x)(L− x).

Це рiвняння може бути розв’язане за допомогою роздiлення змiнних:∫
dψ(x)

ψ(x)
=

∫
(L− x)dx.

Iнтегруючи його lnψ(x) = Lx − x2/2 + lnC, отримуємо власну функцiю у
виглядi: ψL(x) = CeLx−x

2/2.

Можливi власнi числа L — це всi комплекснi числа, тому представимо
L = L1 + iL2, а невiдому константу C визначимо з умови нормування:

+∞∫
−∞

|ψ(x)|2dx = 1.

Перетворюємо:

|ψ(x)|2 = |CeLx−x2/2|2 = |C|2|e2L1x−x2||e2iL2x| = |C|2e2L1x−x2

= |C|2e−(x−L1)
2

eL
2
1

та iнтегруємо

+∞∫
−∞

|ψ(x)|2dx = |C|2eL2
1

+∞∫
−∞

e−(x−L1)
2

d(x− L1) = |C|2eL2
1
√
π = 1.

Остаточно: ψL(x) = π−1/4eiL2xe−(x−L1)2/2.

Зауваження: Тут було використано формулу Ейлера eiϕ = cosϕ+i sinϕ,
звiдки |eiϕ|2 = cos2 ϕ+ sin2 ϕ = 1, та iнтеграл Ейлера–Пуассона

∞∫
−∞

e−x
2

dx =
√
π.

2.1.13. Обчислити середнi значення

(а) p̄ — iмпульсу; (б) x2 — квадрата координати

для хвильового стану системи, що описується власними функцiями оператора

L̂ = x+
d

dx
з задачi 2.1.12б.
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Зауваження: Оператор iмпульсу визначено виразом p̂ = −i~ d

dx
.

Розв’язок задачi 2.1.13а. За визначенням середнє значення iмпульсу:

〈px〉 = −i~
+∞∫
−∞

ψ∗(x)ψ′(x)dx.

Пiдставляючи в останнє рiвняння функцiю ψ iз задачi 2.1.12б, проводимо
наступнi розрахунки:

〈px〉 = −i~
+∞∫
−∞

π−
1
4e−iL2x−(x−L1)2/2π−

1
4eiL2x−(x−L1)2/2(iL2 − x+ L1)dx =

= −i ~√
π

[
iL2

+∞∫
−∞

e−(x−L1)2

dx−
���

���
���

���
���:0+∞∫

−∞

e−(x−L1)2

(x− L1)dx
]

=
~√
π
L2

√
π = ~L2.

Зауваження: Iнтеграл
+∞∫
−∞

xe−x
2

dx = 0 завдяки непарностi пiдiнтеграль-

ної функцiї xe−x2.

Розв’язок задачi 2.1.13б. Аналогiчно попереднiй задачi проводимо на-
ступнi розрахунки:

〈x2〉 =

+∞∫
−∞

ψ∗(x)x2ψ(x)dx = π−
1
2

+∞∫
−∞

e−(x−L1)2

x2dx =

= π−
1
2

[ +∞∫
−∞

e−(x−L1)2

(x− L1)
2dx+ 2L1

���
���

���
���

���:0+∞∫
−∞

e−(x−L1)2

(x− L1)dx+ L2
1

+∞∫
−∞

e−(x−L1)2

dx
]
.

Другий iнтеграл є iнтегралом Ейлера–Пуассона, а перший може бути зведе-
ний до нього iнтегруванням «частинами»:

+∞∫
−∞

x2e−x
2

dx = −1

2

+∞∫
−∞

xde−x
2

= −
�
�
�
��>

0
1

2
xe−x

2
∣∣∣+∞
−∞

+
1

2

+∞∫
−∞

e−x
2

dx =

√
π

2
.

В результатi отримуємо 〈x2〉 =
1

2
+ L2

1.
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Завдання для самостiйної роботи до пункту 2.1.3

2.1.14. Визначити власнi значення i нормованi власнi функцiї (вектори)
оператора L̂:

(а) L̂ =

(
1 i
0 0

)
; (б) L̂ = 1 + 2x+

d

dx
; (в) L̂ = x

d

dx
+ x2.

Зауваження:

∞∫
0

xae−x
2

dx =
1

2
Γ
[1 + a

2

]
, Re a > −1.

2.1.15. Eрмiтiв оператор L̂ задовольняє спiввiдношенню L̂2 = λL̂, де λ —
дiйсне число. Якi можливi власнi значення оператора L̂?

2.1.16. Обчислити середнi значення (а) x; (б) p2; (в)
(
x− x̄

)2

для хвильового стану системи, що описується власними функцiями оператора

L̂ = x+
d

dx
з задачi 2.1.12б.

2.1.17. Показати, що середнi значення операторiв M̂M̂ † та M̂ †M̂ (M̂ —
деякий оператор) в довiльному хвильовому станi невiд’ємнi.

2.1.18. Обчислити середнiй iмпульс частинки, хвильовий стан якої має
вигляд ψ(x) = C exp(ip0x/~)φ(x), де φ(x) — дiйсна функцiя.

2.1.4. Iмпульсне зображення
Теоретичнi вiдомостi стосовно теорiї зображень були представленi у пун-

ктi 1.4.2, а частковий випадок iмпульсного зображення бiльш детально розi-
браний у пунктi 1.5.1. Тут наведемо лише необхiднi спiввiдношення. Хвильова
функцiя у iмпульсному зображеннi :

ψ(p) =
1√
2π~

∞∫
−∞

ψ(x)e−ipx/~dx.

Обернене перетворення (координатне зображення):

ψ(x) =
1√
2π~

∞∫
−∞

ψ(p)eipx/~dp.

Iмпульсне зображення оператора: Нехай оператор L̂x заданий у координа-
тному зображеннi, тобто L̂xψ(x) = ϕ(x), де функцiї ψ(x) та ϕ(x) заданi у ко-
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ординатному зображеннi. Тодi вiдповiдний оператор L̂p у iмпульсному пред-
ставленнi дiє наступним чином: L̂pψ(p) = ϕ(p), де ψ(p) та ϕ(p) — вiдповiднi
функцiї в iмпульсному зображеннi.

Приклади завдань з розв’язками до пункту 2.1.4

2.1.19. Нормувати хвильову функцiю ψ(x) та обчислити її iмпульсне зо-
браження:

(а) ψ(x) =

{
0, x < 0, x > x0,

C sin
πnx

x0
, 0 6 x 6 x0;

n — цiле число;

(б) ψ(x) = C exp
[ip0x

~
− (x− x0)

2

2a2

]
.

Розв’язок задачi 2.1.19а. Нормуємо хвильову функцiю:

1 =

+∞∫
−∞

|ψ(x)|2dx = |C|2
x0∫

0

sin2 πnx

x0
dx =

|C|2

2

x0∫
0

(
1− cos

2πnx

x0

)
dx =

=
|C|2

2

(
x0 −

��
���

���
���:0x0

2πn
sin2 πnx

x0

∣∣x0

0

)
=
x0

2
|C|2.

Звiдки C =
√

2/x0.

Iмпульсне зображення хвильової функцiї: ψ(p) =

=
1√
2π~

x0∫
0

√
2

x0
sin

πnx

x0
e−

ipx
~ dx =

1

2i
√
π~x0

( x0∫
0

e
iπnx
x0 e−

ipx
~ dx−

x0∫
0

e−
iπnx
x0 e−

ipx
~ dx

)
=

=
1

2i
√
π~x0

[ eix(πnx0
− p

~ )

i[πnx0
− p

~ ]
+
e−ix(πnx0

+ p
~ )

i(πnx0
+ p

~)

]∣∣∣x0

0
=

1− (−1)ne−
ipx0
~

√
π~x0

πn/x0

(πn/x0)2 − (p/~)2
.

Зауваження: Тут були використанi наслiдки з формули Ейлера:

sinϕ =
eiϕ − e−iϕ

2i
та e±iπn = cosπn± i sin πn = (−1)n.

Розв’язок задачi 2.1.19б. Нормуємо хвильову функцiю:

1 =

+∞∫
−∞

|ψ(x)|2dx = |C|2
+∞∫
−∞

e−
(x−x0)2

a2 dx = |C|2a
√
π.
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Звiдки C = π−1/4a−1/2. Iмпульсне зображення хвильової функцiї:

ψ(p) =
C√
2π~

+∞∫
−∞

exp
[ip0x

~
− (x− x0)

2

2a2

]
exp

(ipx
~

)
dx =

=
C√
2π~

+∞∫
−∞

exp
[
− (x− x0)

2

2a2
+
i(p0 − p)x

~

]
dx =

=
C√
2π~

exp
[
− a2(p0 − p)2

2~2
+
i(p0 − p)x0

~

] +∞∫
−∞

e−
[
x−x0√

2a
− a√

2
i
~ (p0−p)

]2

dx.

Виконуючи замiну

y =
x− x0√

2a
− a√

2

i

~
(p0 − p) та dy =

dx√
2a
,

ми остаточно отримуємо:

ψ(p) =
Ca√
~

exp
[
− a2

2~2
(p0 − p)2 +

ix0

~
(p0 − p)

]
.

2.1.20. Bизначити iмпульсне зображення оператора L̂p, заданого в коор-

динатному зображеннi наступним чином: L̂x =
d

dx
.

Розв’язок задачi 2.1.20. Пiдставимо умову L̂x =
d

dx
до рiвностi

L̂xψ(x) = ϕ(x), замiнюючи ψ(x) та ϕ(x) вiдповiдними перетвореннями до
iмпульсного зображення:

d

dx

1√
2π~

+∞∫
−∞

ψ(p)eipx/~dp =
1√
2π~

+∞∫
−∞

ϕ(p)eipx/~dp.

Оператор L̂x = d/dx дiє тiльки на функцiю вiд x, тобто на eipx/~, тобто
приходимо до рiвностi

+∞∫
−∞

ip

~
ψ(p)eipx/~dp =

+∞∫
−∞

ϕ(p)eipx/~dp,

з якої очевидно випливає наступна рiвнiсть:
ip

~
ψ(p) = ϕ(p). Порiвнюючи її з

рiвнiстю L̂pψ(p) = ϕ(p), отримуємо iмпульсне зображення L̂p =
ip

~
.
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Зауваження: Останнiй результат показує, що оператор iмпульсу у iм-
пульсному зображеннi має очевидний вигляд p̂p = p (порiвняйте з оператором
координати у координатному представленнi: x̂x = x). Також звернемо увагу,
що, в силу схожостi переходу мiж координатним та iмпульсним зображення-
ми, оператор координати у iмпульсному представленнi схожий з оператором

iмпульсу у координатному зображеннi: x̂p = −~
i

d

dp
.

Завдання для самостiйної роботи до пункту 2.1.4

2.1.21. Нормувати хвильову функцiю ψ(x) i обчислити її iмпульсне зо-
браження:

(а) ψ(x) =

{
0, x < 0, x > π,
C sin3 2x, 0 6 x 6 π;

(б) ψ(x) =

{
0, x < 0,
Cx exp

(
iαx− βx

)
, x > 0, α > 0, β > 0.

Зауваження: З формули Ейлера: cos kx =
eikx + e−ikx

2
.

2.1.22. Визначити iмпульсне зображення оператора L̂p, заданого в коор-
динатному зображеннi наступним чином:

(а) L̂x = x; (б) L̂x =
d2

dx2
; (в) L̂xϕ(x) =

∞∫
−∞

dyL(x, y)ϕ(y).

2.2. Одновимiрний рух
Рух одновимiрної частинки маси m в потенцiалi U(x, t) описується рiвня-

нням Шредiнгера (докладнiше див. пункт (1.2.7)):

i~
∂ψ

∂t
= Ĥψ(x) = − ~2

2m

∂2ψ

∂x2
+ U(x, t)ψ(x, t).

У цьому пiдроздiлi наведено задачi, якi iлюструють методи розв’язання
рiвняння Шредiнгера, що було описано у пiдроздiлi 1.3.

2.2.1. Нескiнченно-глибока потенцiальна яма
У цьому пiдроздiлi ми знову повертаємось до дослiдження руху частин-

ки у одновимiрнiй нескiнченно-глибокiй потенцiальнiй ямi, яке було коро-
тко представлено у пунктi 1.3.2. Будуть розглянутi деякi технiчнi аспекти
розв’язання, якi будуть використовуватись у наступних пунктах.
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Приклади завдань з розв’язками до пункту 2.2.1

2.2.1. Дослiдити рух одновимiрної частинки у потенцiалi

U(x) =

{
0, 0 6 x 6 a,
∞, x < 0, x > a.

(а) Визначити хвильовi функцiї ψ(x, t) = ψ(x)e−iEt/~ стацiонарних станiв
i спектр енергiй частинки.

(б) Обчислити хвильову функцiю ψ(x, t) нестацiонарного стану частинки,
якщо

ψ(x, t = 0) =

{
Ax(x− a), 0 6 x 6 a,
0, x < 0, x > a.

Розв’язок задачi 2.2.1а. Хвильовi функцiї стацiонарних станiв мають
вигляд ψ(x, t) = ψ(x)e−iEt/~. Пiдставляючи цей вираз у рiвняння Шре-
дiнгера, отримуємо для функцiї ψ(x) стацiонарне рiвняння Шредiнгера:

Eψ(x) = Ĥψ(x) = − ~2

2m

∂2ψ

∂x2
+ U(x)ψ(x).

Потенцiальна енергiя частинки у нескiнченно-
глибокiй потенцiальнiй ямi зображена на ри-
сунку. Розглянемо окремо три випадки для
значення енергiї частинки:
1) E < 0; 2) E = 0; 3) E > 0.

U (x)

x
I II III

0 a

E

1) E < 0. Будемо розв’язувати рiвняння Шредiнгера для кожної областi,
що позначена римською цифрою (на рисунку), окремо.

I. У цiй областi x < 0, тому потенцiальна енергiя U(x) =∞. Пiдставляю-

чи до рiвняння Шредiнгера, маємо − ~2

2m

d2ψ

dx2
+∞ · ψ(x) = Eψ(x). Очевидно,

що розв’язок цього рiвняння може бути тiльки ψI(x) = 0.

III. x > a та U(x) =∞, тому ψIII(x) = 0.

II. 0 < x < a та U(x) = 0, тому маємо рiвняння − ~2

2m

d2ψ

dx2
= Eψ(x).

Шукаємо розв’язок у виглядi ψ(x) = ekx. Пiдставляючи у рiвняння, маємо
− ~2

2mk
2
�
��ekx = E�

��ekx, звiдки k = ±
√
−2mE/~2. Звернемо увагу, що пiдкореневий

вираз додатний, оскiльки E < 0, тому k — дiйсне число. Позначимо γ =√
−2mE/~2, тодi загальний розв’язок рiвняння Шредiнгера набуває вигляду

ψII(x) = c1e
γx + c2e

−γx.
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Далi запишемо граничнi умови — умови неперервностi хвильової функцiї
на границi, та знайдемо невiдомi константи c1 та c2:{

ψII (0) = ψI (0) ,
ψII (a) = ψIII (a) ,

{
c1 + c2 = 0,
c1e

γa + c2e
−γa = 0,

{
c2 = −c1,
c1 (eγa − e−γa) = 0.

Оскiльки γ > 0 та a > 0, то вираз eγa − e−γa не може дорiвнювати ну-
лю. Тодi ми отримаємо єдиний розв’язок c1 = c2 = 0. Звiдси випливає, що
хвильова функцiя тотожно дорiвнює нулю ψ(x) = 0, тобто частинка не може
iснувати при таких енергiях.

2) E = 0. Розраховуємо аналогiчно за областями:

I. ψI(x) = 0. III. ψIII(x) = 0.

II. 0 < x < a та U(x) = 0, тому рiвняння Шредiнгера зводиться до про-

стого рiвняння
d2ψ

dx2
= 0. Його розв’язок ψII = c1x+ c2.

Запишемо граничнi умови та знайдемо невiдомi константи c1 та c2:{
ψII (0) = ψI (0) ,
ψII (a) = ψIII (a) ,

{
c2 = 0,
c1a+ c2 = 0,

{
c2 = 0,
c1a = 0.

Оскiльки a > 0, то ми отримаємо єдиний розв’язок c1 = c2 = 0. Звiдси
випливає, що ψ(x) = 0, тобто частинка не може iснувати при енергiї E = 0.

3) E > 0. Розраховуємо аналогiчно за областями:

I. ψI(x) = 0. III. ψIII(x) = 0.

II. 0 < x < a та U(x) = 0, тому рiвняння Шредiнгера має вигляд

− ~2

2m

d2ψ

dx2
= Eψ(x) та його розв’язком є

ψII(x) = c1e
igx + c2

−igx, де g =
√

2mE/~2.

Запишемо граничнi умови — умови неперервностi хвильової функцiї на
границi, та знайдемо невiдомi константи c1 та c2:{

ψII (0) = ψI (0) ,
ψII (a) = ψIII (a) ,

{
c1 + c2 = 0,
c1e

iga + c2e
−iga = 0,

{
c2 = −c1,
2ic1 sin(ga) = 0.

Ця система рiвнянь має або тотожно нульовий розв’язок (c1 = c2 = 0,
тобто частинка не iснує), або ненульовий розв’язок, коли sin(ga) = 0, або
g = πn/a, де n — натуральне число. В останньому випадку отримуємо значе-
ння енергiї та вiдповiднi хвильовi функцiї:

En =
(πn~)2

2ma2
, ψn(x) =

{
0, x < 0, x > a,√

2/a sin(πnx/a), 0 < x < a,
n = 1, 2, 3....
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Зауваження: Константу нормування
√

2/a було визначено при
розв’язаннi задачi 2.1.19.

Розв’язок задачi 2.2.1б. Хвильова функцiя нестацiонарного стану
ψ(x, t) може бути представлена у виглядi розкладання в ряд Фур’є за ба-
зисом стацiонарних станiв (подробицi див. у пунктi 1.4.2):

ψ (x, t) =
∞∑
n=1

cnψn(x) exp(−iEnt/~),

де коефiцiєнти cn пов’язанi з хвильовою функцiєю у початковий момент часу
ψ(x, t = 0) за допомогою скалярного добутку:

cn =
(
ψn(x), ψ(x, t = 0)

)
=

a∫
0

ψ∗n(x)ψ(x, t = 0)dx.

Спочатку виконаємо нормування ψ(x, t = 0), знаходячи невiдому констан-
ту A:

1 =

a∫
0

A2x2(x− a)2dx = A2
(x5

5
− 2ax4

4
+
a2x3

3

)∣∣∣a
0

=
a5A2

120
,

звiдки A =

√
120

a5
.

Тепер виконаємо розрахунки cn за допомогою iнтегрування частинами:

cn =

a∫
0

√
2

a
sin

πnx

a
Ax (x− a)dx = −A

√
2a

πn

a∫
0

x (x− a)dcos
πnx

a
=

= −A
√

2a

πn

[
���

���
���

���
�:0

x (x− a) cos
πnx

a

∣∣∣a
0
−

a∫
0

cos
πnx

a
(2x− a)dx

]
=

= A
a
√

2a

π2n2

[
���

���
���

���:0
(2x− a) sin

πnx

a

∣∣∣a
0
− 2

a∫
0

sin
πnx

a
dx
]

= A
2a2
√

2a

π3n3
cos
(πnx

a

) ∣∣∣a
0

=

= [(−1)n − 1]A
2a2
√

2a

π3n3
= [(−1)n − 1]

8
√

15

π3n3
.

Остаточно для хвильової функцiї нестацiонарного стану маємо:

ψ(x, t) = −
∞∑
m=0

16
√

15

π3(2m+ 1)3
ψ2m+1(x) exp(−iE2m+1t/~).
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Завдання для самостiйної роботи до пункту 2.2.1

2.2.2. Частинка маси m рухається в одновимiрному потенцiалi

U(x) =

{
0, |x| 6 x0,
∞, |x| > x0.

(а) Визначити хвильовi функцiї стацiонарних станiв i спектр енергiї ча-
стинки.

(б) Обчислити хвильову функцiю ψ(x, t) нестацiонарного стану частинки,
якщо

ψ(x, t = 0) =

{
B
(
x2 − x2

0

)2
, |x| 6 x0,

0, |x| > x0.

2.2.3. Визначити середнє значення кiнетичної енергiї в початковому станi
ψ(x, t = 0) iз задачi 2.2.2б.

Зауваження: Оператор кiнетичної енергiї T̂ =
p̂2

2m
.

2.2.2. Потенцiальна δ-яма
У цьому пунктi дослiджується фiнiтний рух квантової частинки у потен-

цiалi, що мiстить дельта-функцiю Дiрака, зокрема потенцiальна δ-яма. За-
уважимо, що частковий випадок такої задачi був розв’язаний в iмпульсному
зображеннi в пунктi 1.5.4. Тут ми розв’язуємо рiвняння Шредiнгера у коор-
динатному зображеннi.

Нехай потенцiальна енергiя представляється у виглядi двох доданкiв:

U(x) = U0(x)− αδ(x− x0),

де δ(x − x0) — дельта-функцiя Дiрака (подробицi див. у пунктi 1.4.3), яка
може бути означена за допомогою таких двох рiвностей:

δ(x− x0) =

{
0, x 6= x0,
∞, x = x0,

∞∫
−∞

δ(x− x0)dx = 1,

а U0(x) — регулярна функцiя, яка не мiстить у своєму складi дельта-функцiй.
Тодi можна розв’язувати рiвняння Шредiнгера за наступним алгоритмом:

• Розглянути двi областi I (x < x0) та II (x > x0).

• В кожнiй з цих областей окремо розв’язати рiвняння Шредiнгера при
U(x) = U0(x), без доданка −αδ(x−x0), оскiльки у цих областях δ(x−x0) = 0.
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• Отриманi функцiї ψI(x) та ψII(x) повиннi задовольняти граничним умо-
вам: умовi неперервностi ψI(x0) = ψII(x0) та специфiчнiй умовi, яка враховує
дельта-функцiю.

Виведемо цю специфiчну граничну умову. Для цього проiнтегруємо рiв-
няння Шредiнгера на iнтервалi вiд x0 − ε до x0 + ε:

E

x0+ε∫
x0−ε

ψ(x)dx = − ~2

2m

x0+ε∫
x0−ε

d2ψ

dx2
dx+

x0+ε∫
x0−ε

U0(x)ψ(x)dx− α
x0+ε∫
x0−ε

δ(x− x0)ψ(x)dx.

Для подальшого спрощення припустимо, що ε→ 0. Тодi перший та третiй iн-
теграли у попередньому виразi перетворюються на 0 тому, що довжина iнтер-
валу iнтегрування 2ε → 0, а пiд знаком iнтеграла стоять регулярнi функцiї.
Останнiй iнтеграл, що мiстить дельта-функцiю, обчислюється за використа-
ння очевидної рiвностi δ(x−x0)ψ(x) = δ(x−x0)ψ(x0). Остаточно отримуємо:

0 = − ~2

2m

dψ

dx

∣∣∣x0+ε

x0−ε
−αψ(x0). Враховуючи, що x0−0 належить I областi, а x0+0

— II областi, отримуємо шукану граничну умову:

ψ′II(x0)− ψ′I(x0) = −2mα

~2
ψ(x0).

Приклади завдань з розв’язками до пункту 2.2.2

2.2.4. Знайти можливi значення енергiї E < 0 i вiдповiднi нормованi ста-
цiонарнi хвильовi функцiї (пов’язанi стани) частки маси m в потенцiалi

U(x) =

{
−αδ(x− x0), x > 0, x0 > 0,
∞, x < 0.

Визначити критичне значення αcr глибини ями таке, що при α < αcr частинка
не може «знаходитись» в ямi, тобто не буде iснувати рiвня з E < 0.

Розв’язок задачi 2.2.4. На рисунку схема-
тично представлено дану потенцiальну енер-
гiю. Будемо розв’язувати рiвняння Шредiнге-
ра при E < 0 для кожної областi, що позначе-
на римською цифрою, окремо.

I. У цiй областi x < 0, тому потенцiальна
енергiя U(x) =∞. Розв’язок може бути тiльки
ψI(x) = 0 (див. розв’язання задачi 2.2.1).

U (x)

x
I II III

0 x0
E<0
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II. 0 < x < x0 та U(x) = 0, тому маємо рiвняння − ~2

2m

d2ψ

dx2
= Eψ(x).

Шукаючи розв’язок у виглядi ψ(x) = ekx (див. розв’язання задачi 2.2.1),
знаходимо k = ±

√
−2mE/~2. Оскiльки E < 0, то пiдкореневий вираз дода-

тний, тобто k — дiйсне число. Позначимо γ =
√
−2mE/~2, тодi загальний

розв’язок рiвняння Шредiнгера набуває вигляду ψII(x) = c1e
γx + c2e

−γx.

III. x > x0 та U(x) = 0, тому загальний розв’язок рiвняння Шредiнгера
набуває вигляду ψIII(x) = c3e

γx + c4e
−γx. Але звернемо увагу, що квадрат

модуля хвильової функцiї визначає густину ймовiрностi, тому ця функцiя
повинна бути обмеженою при x → ±∞. Ця умова може бути записана у
виглядi |ψ(±∞)| < ∞. Враховуючи, що eγx → +∞ при x → +∞, можна
зробити висновок, що c3 = 0, тобто ψIII(x) = c4e

−γx.

Запишемо граничнi умови,{
ψI(0) = ψII(0), ψII(x0) = ψIII(x0),

ψ′III(x0)− ψ′II(x0) = −2mα

~2
ψIII(x0),

та пiдставимо у них знайденi функцiї:{
0 = c1 + c2, c1e

γx0 + c2e
−γx0 = c4e

−γx0,

−γc4e
−γx0 − γc1e

γx0 + γc2e
−γx0 = −2mα

~2
c4e
−γx0.

Виключаючи з останнього рiвняння змiннi c2 та c4 за допомогою двох
перших рiвнянь, отримуємо наступне рiвняння:

c1e
γx0

[
1− mα

γ~2
(1− e−2γx0)

]
= 0.

Це рiвняння задовольняється, по-перше, якщо c1 = 0, а з ним i c2 = c3 = c4 =
0, тобто ψ(x) = 0, i квантова частинка не може iснувати, або, по-друге, якщо
виконана рiвнiсть:

γ~2

mα
= 1− e−2γx0.

Остання рiвнiсть визначає можливi значення параметра γ, а отже, i можливi
значення енергiї квантової частинки.
Оскiльки рiвняння трансцендентне, то
розв’яжемо його графiчно. Введемо
для зручностi змiнну z = 2γx0 та па-

раметр A =
~2

2mαx0
, тодi рiвняння пе-

репишеться у виглядi: Az = 1 − e−z.
На рисунку зображенi графiки правої
та лiвої частини рiвняння.

A > 1 A = 1 A < 1

0 1 2 3z0
0

1



2.2. Одновимiрний рух 115

Похилi прямi представляють графiк функцiї f1(z) = Az при рiзних зна-
ченнях параметра A, а крива — графiк функцiї f2(z) = 1 − e−z. Очевидно,
що пряма f1(z) = z (при A = 1) представляє собою дотичну до графiка
f2(z) = 1 − e−z. Тому при A > 1 рiвняння не має додатних коренiв, а при
значеннях A < 1 рiвняння має єдиний розв’язок, позначений на рисунку z0.
Тобто при α 6 αcr = ~2/(2mx0) квантова частинка з енергiєю E < 0 не може
iснувати, а при α > αcr частинка може iснувати лише при значеннi енергiї:

E0 = − ~2z2
0

8mx2
0

.

Завдання для самостiйної роботи до пункту 2.2.2

2.2.5. Знайти можливi значення енергiї E < 0 i вiдповiднi стацiонарнi
хвильовi функцiї (зв’язанi стани) частинки маси m, що знаходиться в потен-
цiалi

(а) U(x) = −αδ(x), (б) U(x) = −αδ(x) +

{
0, x > 0,
U0, x < 0.

Тут U0 > 0, α > 0. Визначити значення параметрiв, при яких частка може
«перебувати» в ямi.

Зауваження: Задача 2.2.5а була розв’язана у iмпульсному зображеннi
у пунктi 1.5.4, зокрема енергiя та хвильова функцiя описуються рiвняння-
ми (1.5.6) та (1.5.7).

2.2.6. У стацiонарному станi частинки, що вiдповiдає найнижчому рiвню
енергiї E0 в задачi 2.2.5а, обчислити середнi значення
(а) координати, (б) iмпульсу, (в) квадрата iмпульсу,
(г) кiнетичної енергiї, (д) потенцiальної енергiї.

2.2.3. Проходження частинок через потенцiальний
бар’єр

У цьому пунктi дослiджується проходження потоку квантових частинок
через потенцiальний бар’єр методами, що були представленi у пунктi 1.3.5.

Приклади завдань з розв’язками до пункту 2.2.3

2.2.7. Визначити коефiцiєнти проходження T i вiдбиття R потоку части-
нок, що падають на потенцiальний бар’єр

U(x) =

{
U0, x > 0,

0, x < 0,
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при енергiї частинок E > 0.

Розв’язок задачi 2.2.7. Потенцiальна
енергiя частинки зображена на рисунку.
Розглянемо окремо два випадки для зна-
чення енергiї частинки:
1) E > U0; 2) U0 > E > 0.
1) E > U0. Будемо розв’язувати рiвняння
Шредiнгера для кожної областi, що позна-
чена римською цифрою, окремо.

U (x)

x
I II

0

c1

c2

c3

c4
E

I. У цiй областi x < 0, тому потенцiальна енергiя U(x) = 0. Пiдставляючи

до рiвняння Шредiнгера, маємо − ~2

2m

d2ψ

dx2
= Eψ(x). Шукаючи розв’язок у

виглядi ψ(x) = ekx (див. розв’язання задачi 2.2.1), знаходимо k = ±iβ1, де
β1 =

√
2mE/~2. Оскiльки E > 0, то пiдкореневий вираз додатний, тобто

β1 — додатне число. Тодi загальний розв’язок рiвняння Шредiнгера набуває
вигляду ψI(x) = c1e

iβ1x + c2e
−iβ1x.

II. У цiй областi x > 0, тому потенцiальна енергiя U(x) = U0. Пiд-

ставляючи до рiвняння Шредiнгера, маємо − ~2

2m

d2ψ

dx2
+ U0ψ(x) = Eψ(x).

Шукаючи розв’язок у виглядi ψ(x) = ekx, знаходимо k = ±iβ2, де
β2 =

√
2m(E − U0)/~2. Оскiльки E > U0, то пiдкореневий вираз додатний,

тобто β2 — додатне число. Тодi загальний розв’язок рiвняння Шредiнгера
набуває вигляду ψII(x) = c3e

iβ2x + c4e
−iβ2x.

Хвильова функцiя повинна бути обмеженою при x→ ±∞: |ψ(±∞)| <∞,
див. розв’язок задачi 2.2.4. Функцiя ψI(x) при x → −∞, а функцiя ψII(x)
при x → +∞, обмеженi при довiльних значеннях коефiцiєнтiв, тобто задо-
вiльняють вказанiй умовi.

Для визначення невiдомих коефiцiєнтiв розглянемо стацiонарну хвильову
функцiю у першiй областi

ψI(x, t) = c1e
i(β1x−Et/~) + c2e

−i(β1x+Et/~).

Вона представляє собою суму хвиль, що бiжать: перша експонента — у на-
прямку осi x, а друга — у протилежному напрямi. Така хвильова функцiя
описує не єдину частинку, а потiк частинок iз певним значенням енергiї E.

Припустимо, що потiк частинок налiтає на потенцiальний бар’єр iз x =
−∞. Тодi густина цього потоку повинна визначатися амплiтудою c1, а амплi-
туда c2 визначає густину потоку частинок, що вiдбилися вiд бар’єра. Розра-
хуємо цю густину. Для цього скористаємося виразом для потоку ймовiрностi



2.2. Одновимiрний рух 117

(подробицi див. у пунктi 1.2.8):

j(x) =
~
m

Im[ψ∗(x)ψ′(x)].

Пiдставляючи у цей вираз ψI(x), отримуємо:

jI =
~
m

Im[(c∗1e
−iβ1x + c∗2e

iβ1x)iβ1(c1e
iβ1x − c2e

−iβ1x)] =

=
~β1

m

[
|c1|2 − |c2|2 + Re(c1c

∗
2e

2iβ1x − c∗1c2e
−2iβ1x)

]
=

~β1

m
|c1|2 −

~β1

m
|c2|2.

Перший доданок має змiст потоку частинок, що рухаються у напрямi осi x,
а другий (iз знаком мiнус) — у протилежному. Аналогiчно можна визначити
потiк ймовiрностi у другiй областi:

jII =
~β2

m
|c3|2 −

~β2

m
|c4|2.

У цьому випадку перший доданок визначає потiк частинок, що пройшли крiзь
бар’єр, а другий доданок повинен бути рiвний нулю, оскiльки немає частинок,
що рухаються iз x = +∞. Звiдси можна розрахувати коефiцiєнти вiдбиття R
та проходження T :

R =
(~β1/m)|c2|2

(~β1/m)|c1|2
=
|c2|2

|c1|2
, T =

(~β2/m)|c3|2

(~β1/m)|c1|2
=
β2|c3|2

β1|c1|2
.

Перейдемо до визначення невiдомих констант. Задамо значення c1 = 1, що
означає визначення величини потоку частинок, що налiтають на бар’єр, та
c4 = 0, оскiльки немає частинок, що рухаються iз x = +∞. Iншi коефiцiєнти
треба знайти з граничних умов:{

ψI(0) = ψII(0),
ψ′I(0) = ψ′II(0),

{
1 + c2 = c3,
iβ1 − iβ1c2 = iβ2c3,

{
c2 = (β1 − β2)/(β2 + β1),
c3 = 2β1/(β1 + β2).

Звiдки коефiцiєнти вiдбиття R та проходження T дорiвнюють

R =
|c2|2

|c1|2
=

(β1 − β2)
2

(β2 + β1)2
, T =

β2|c3|2

β1|c1|2
=

2β1β2

(β2 + β1)2
.

Зауваження: Якщо розв’язувати задачу за умови, що частинки налiта-
ють на бар’єр з x = +∞, то очевидно, що всi обчислення будуть зберiгатися
з тiєю лише рiзницею, що β1 та β2 помiняються ролями. Оскiльки вирази для
T та R не змiняться при замiнi β1 ↔ β2, то можна зробити висновок, що цi
коефiцiєнти не залежать вiд того, з якого боку частинки падають на бар’єр.

2) U0 > E > 0. Будемо розв’язувати рiвняння Шредiнгера для кожної
областi, що позначена римською цифрою, окремо.
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I. Розв’язання iдентично до попереднього пункту.

II. У цiй областi x < 0, тому потенцiальна енергiя U(x) = U0. Пiдставля-

ючи до рiвняння Шредiнгера, маємо − ~2

2m

d2ψ

dx2
+ U0ψ(x) = Eψ(x). Шукаючи

розв’язок у виглядi ψ(x) = ekx, знаходимо k = ±γ, де γ =
√

2m(U0 − E)/~2.
Оскiльки E < U0, то пiдкореневий вираз додатний, тобто γ — дiйсне число.
Тодi загальний розв’язок рiвняння Шредiнгера набуває вигляду

ψII(x) = c3e
γx + c4e

−γx.

Хвильова функцiя повинна бути обмеженою при x → ±∞: |ψ(±∞)| < ∞,
див. розв’язок задачi 2.2.4. Враховуючи, що eγx → +∞ при x→ +∞, можна
зробити висновок, що c3 = 0, тобто ψII(x) = c4e

−γx.

Перейдемо до визначення невiдомих констант. Задамо значення c1 = 1,
що означає визначення величини потоку частинок, що налiтають на бар’єр.
Iншi коефiцiєнти треба знайти з граничних умов:{

ψI(0) = ψII(0),
ψ′I(0) = ψ′II(0),

{
1 + c2 = c4,
iβ1 − iβ1c2 = −γc4,

{
c2 = (β1 − iγ)/(β1 + iγ),
c4 = 2β1/(β1 + iγ).

Звiдки коефiцiєнти вiдбиття R та проходження T :

R =
|c2|2

|c1|2
=
|β1 − iγ|2

|β1 + iγ|2
=
β2

1 + γ2

β2
1 + γ2

= 1, T = 1−R = 0.

Завдання для самостiйної роботи до пункту 2.2.3

2.2.8. Визначити коефiцiєнт проходження T потоку частинок, що пада-
ють на потенцiальний бар’єр:

U(x) =

{
U0, 0 6 x 6 x0,

0, x < 0, x > x0.
(2.2.1)

Розглянути наступнi випадки:

(а) U0 > 0 > E; (б) U0 > E = 0; (в) U0 > E > 0;

(г) E = U0 > 0; (д) E > U0 > 0; (е) E > 0 > U0.

2.2.4. Потенцiальний δ-бар’єр
В цьому пунктi узагальнюються навички, отриманi при вивченнi попере-

днiх пунктiв — розв’язання рiвняння Шредiнгера з потенцiалом, що мiстить
δ-функцiю, та визначення коефiцiєнтiв вiдбиття та проходження.
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Приклади завдань з розв’язками до пункту 2.2.4

2.2.9. Визначити значення енергiї, при яких частки не вiдбиваються вiд
потенцiального бар’єра:

U(x) = α
[
δ(x) + δ(x− x0)

]
, α > 0.

Розв’язок задачi 2.2.9. Потенцiальна енер-
гiя частинки

U(x) = α
[
δ(x) + δ(x− x0)

]
, α > 0

зображена на рисунку. Очевидно, що енергiя
частинки повинна бути E > 0, оскiльки 0
— найменше можливе значення потенцiальної
енергiї серед усiх x. Будемо розв’язувати рiв-
няння Шредiнгера для кожної областi окре-
мо. Зауважимо, що у всiх областях, позначе-
них римською цифрою, значення потенцiаль-
ної енергiї U(x) = 0, тому можемо записа-
ти однаковi рiвняння Шредiнгера для кожної

областi: − ~2

2m

d2ψ

dx2
= Eψ(x).

U (x)

x

I II III
0 x0

c1

c2

c3

c4
E<0

Шукаючи розв’язок у виглядi ψ(x) = ekx при E > 0, отримуємо:

ψI(x) = c1e
igx + c2e

−igx, ψII(x) = c3e
igx + c4e

−igx, ψIII(x) = c5e
igx + c6e

−igx,

де g =
√

2mE/~2.
Перейдемо до визначення невiдомих констант. Задамо значення c1 = 1, що

вiдповiдає визначенню величини потоку частинок, що налiтають на бар’єр iз
x = −∞, та c6 = 0, оскiльки немає частинок, що рухаються iз x = +∞, див.
розв’язок задачi 2.2.7. Також задамо значення c2 = 0, оскiльки за умовою
задачi частинки не вiдбиваються вiд бар’єра. Iншi коефiцiєнти треба знайти
з граничних умов:

ψI(0) = ψII(0), ψ′III(x0)− ψ′II(x0) =
2mα

~2
ψIII(x0),

ψII(x0) = ψIII(x0), ψ′II(0)− ψ′I(0) =
2mα

~2
ψI(0),

1 = c3 + c4, igc3 − igc4 − ig =
2mα

~2
,

c3e
igx0 + c4e

−igx0 = c5e
igx0, igc5e

igx0 − igc3e
igx0 + igc4e

−igx0 =
2mα

~2
c5e

igx0.
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Знаходимо з перших двох рiвнянь невiдомi c3 та c4: c3 = 1−A, c4 = A, де
A = imα/(~2g). Потiм виключаємо з двох останнiх рiвнянь невiдому c5,

igc3e
igx0 + igc4e

−igx0 − igc3e
igx0 + igc4e

−igx0 =
2mα

~2
(c3e

igx0 + c4e
−igx0),

та, пiдставляючи знайденi значення для c3 та c4, отримуємо рiвняння для
невiдомої g:

Ae−igx0 = −A[(1− A)eigx0 + Ae−igx0].

Перетворюємо останнє рiвняння:

e−igx0 = −(1− A)eigx0 − Ae−igx0 ⇒ eigx0 + e−igx0 = A(eigx0 − e−igx0) ⇒
⇒ 2 cos(gx0) = 2iA sin(gx0) ⇒ tan(gx0) = 1/(iA).

Останнє рiвняння задає значення енергiї E, при яких можливе повне
проходження частинок крiзь бар’єр без вiдбиття.
Оскiльки рiвняння трансцендентне, то
проаналiзуємо графiчно, чи має коренi
це рiвняння. Введемо для зручностi змiн-
ну z = gx0 та параметр B = ~2/(mαx0),
тодi рiвняння перепишеться у виглядi:
tg z = −Bz. На рисунку зображенi графi-
ки правої (пряма) та лiвої (перiодичнi кри-
вi) частини рiвняння. z0 z1 z20 π 2 π

-4

-2

0

2

Очевидно, що рiвняння при довiльному значеннi B > 0 має нескiнченну
кiлькiсть розв’язкiв, по одному для кожної гiлки функцiї tan(z). Позначимо
коренi рiвняння через zn, де n = 0, 1, 2, . . ., див. рисунок. Тодi значення
енергiї можна записати у виглядi: En = ~2z2

n/(2mx
2
0).

Завдання для самостiйної роботи до пункту 2.2.4

2.2.10. Визначити коефiцiєнт проходження T потоку частинок, що пада-
ють на потенцiальний бар’єр:

(а) U(x) = αδ(x); (б) U(x) = αδ(x) +

{
0, x 6 0,

−U0, x > 0;

при енергiї частинок E > 0; U0 > 0 та α > 0.

2.2.11. Чи можливо повне проходження через потенцiальний бар’єр

U(x) = α
[
δ(x)− δ(x− x0)

]
, α > 0

для частинок з енергiєю E > 0?
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2.3. Наближенi методи у квантовiй механiцi

2.3.1. Теорiя збурення
У цьому пунктi бiльш детально виводяться деякi результати теорiї збурень

(див. пункт 1.12) та застосовується теорiя збурень до конкретних потенцiалiв,
зокрема нескiнченно-глибокої ями з неоднорiдним дном.

Приклади завдань з розв’язками до пункту 2.3.1

2.3.1. Показати, що рiвнi енергiї En i вiдповiднi хвильовi функцiї ψn(x)

квантово-механiчної системи, описуваної оператором Гамiльтона Ĥ = Ĥ0 +
Ĥ ′, можуть бути представленi у виглядi

En = E(0)
n +E(1)

n +E(2)
n + . . . , ψn(x) = ψ(0)

n (x) +
∑
k

(
c

(1)
nk + c

(2)
nk + . . .

)
ψ

(0)
k (x),

де E(0)
n та ψ(0)

n (x) — рiвнi енергiї i нормованi хвильовi функцiї системи з не-
обуреним гамiльтонiаном: Ĥ0ψ

(0)
n (x) = E

(0)
n ψ

(0)
n (x), а першi поправки до рiвнiв

енергiї i хвильових функцiй можна обчислити таким чином:

E
(1)
n = H ′nn, c

(1)
nk =


H ′kn

E
(0)
n − E(0)

k

, k 6= n,

0, k = n.

H ′kn =

∞∫
−∞

ψ
(0)
k

∗
(x)Ĥ ′ψ(0)

n (x)dx.

Старшими поправками E(2)
n , E

(3)
n , . . . та c(2)

nk , c
(3)
nk , . . . можна знехтувати, якщо

|H ′kn| � |E(0)
n − E

(0)
k |.

Зауваження: Поправки другого порядку визначаються наступним чи-
ном:

E(2)
n =

∑
m6=n

|H ′mn|2

E
(0)
n − E(0)

m

,

c
(2)
nk =


∑
m6=n

H ′kmH
′
mn(

E
(0)
n − E(0)

k

)(
E

(0)
n − E(0)

m

) − H ′knH
′
nn(

E
(0)
n − E(0)

k

)2 , k 6= n,

−1

2

∑
m6=n

|H ′mn|2(
E

(0)
n − E(0)

m

)2 , k = n.

Розв’язок задачi 2.3.1. Нехай оператор Гамiльтона Ĥ = Ĥ0 + Ĥ ′

складається з двох доданкiв: оператора незбуреної системи Ĥ0 та операто-
ра збурення Ĥ ′, та стацiонарне рiвняння Шредiнгера для незбуреної системи
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розв’язане, Ĥ0ψ
(0)
n = E

(0)
n ψ

(0)
n , та отриманi значення для рiвнiв енергiї E(0)

n та
вiдповiдних хвильових функцiй ψ(0)

n . Припустимо, що оператор збурення Ĥ ′
призводить до малої змiни цих значень, тобто

En = E(0)
n + E(1)

n +���
���

�XXXXXXXE(2)
n + . . . та ψn = ψ(0)

n + ψ(1)
n +���

���XXXXXXψ(2)
n + . . .,

де E(1)
n , E(2)

n , . . . — поправки першого, другого, ... порядку до незбурених рiв-
нiв енергiї, а ψ(1)

n , ψ(2)
n , . . . — поправки першого, другого, ... порядку до вiдпо-

вiдних хвильових функцiй. Надалi ми будемо нехтувати поправками другого
та старших порядкiв та розрахуємо поправки першого порядку. Нагадаємо,
що сукупнiсть {ψ(0)

n } являє собою ортонормований базис у просторi функцiй,
оскiльки оператор Гамiльтона ермiтовий, тобто ми можемо розкласти невiдо-
мi функцiї ψ(1)

n за цим базисом:

ψ(1)
n =

∑
k

c
(1)
nkψ

(0)
k

та шукати надалi невiдомi коефiцiєнти c(1)
nk .

Пiдставимо вирази для Ĥ, En та ψn у стацiонарне рiвняння Шредiнгера,
Ĥψn = Enψn, для збуреної системи:

(Ĥ0 + Ĥ ′)(ψ(0)
n + ψ(1)

n ) = (E(0)
n + E(1)

n )(ψ(0)
n + ψ(1)

n ).

Розкриємо дужки та знехтуємо поправками другого порядку (добутку двох
поправок першого порядку):

�
��

��
Ĥ0ψ

(0)
n + Ĥ ′ψ(0)

n + Ĥ0

∑
k

c
(1)
nkψ

(0)
k +��

��
�HH

HHHĤ ′ψ
(1)
k =

=���
��E(0)

n ψ(0)
n + E(1)

n ψ(0)
n + E(0)

n

∑
k

c
(1)
nkψ

(0)
k +

�
��

��H
HHHH
E(1)
n ψ

(1)
k .

Першi доданки у правiй та лiвiй частинах скоротилися завдяки тому,
що виконується стацiонарне рiвняння Шредiнгера для незбуреної системи,
Ĥ0ψ

(0)
n = E

(0)
n ψ

(0)
n . Також це дозволяє у третьому доданку замiнити Ĥ0ψ

(0)
k на

E
(0)
k ψ

(0)
k . Помножуючи скалярно отримане рiвняння на ψ(0)

m , маємо:

H ′mn+
∑
k

c
(1)
nkE

(0)
k δmk = E(1)

n δmn+E(0)
n

∑
k

c
(1)
nk δmk, де H ′mn = (ψ(0)

m , Ĥ ′ψ(0)
n ).

Тут ми скористалися тим, що для елементiв ортонормованого базису викону-
ється наступне спiввiдношення:

(ψ(0)
m , ψ

(0)
k ) = δmk.
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Завдяки δmk сума по k зводиться до одного доданку при k = m:

E(1)
n δmn + c(1)

nm[E(0)
n − E(0)

m ] = H ′mn.

Пiдставляючи m = n, отримуємо поправку до значення енергiї: E(1)
n = H ′nn.

При m 6= n отримуємо невiдомi коефiцiєнти:

c(1)
nm =

H ′mn

E
(0)
n − E(0)

m

.

Зауважимо, що значення c
(1)
nn = 0 неможливо знайти з вищенаведених рiв-

нянь. Для його визначення розрахуємо скалярний добуток:

1 = (ψn, ψn) = (ψ(0)
n , ψ(0)

n ) + (ψ(1)
n , ψ(0)

n ) + (ψ(0)
n , ψ(1)

n ) +���
���

�XXXXXXX(ψ(1)
n , ψ(1)

n ) =

= 1 +
∑
k

[c
(1)
nk ]∗δnk +

∑
k

c
(1)
nk δnk = 1 + [c(1)

nn ]∗ + c(1)
nn .

Бачимо, що Re c
(1)
nn = 0. З iншого боку, хвильова функцiя визначена з точнiстю

до постiйної комплексної фази, тому можна вважати, що c(1)
nn — дiйсне число.

Таким чином, c(1)
nn0.

Оскiльки ми припустили, що оператор збурення Ĥ ′ призводить до малої
змiни значень енергiї та хвильових функцiй, то вiдзначимо, що цi наведе-
нi розрахункi правильнi, якщо |c(1)

nm| � 1, тобто |H ′mn| � |E
(0)
n − E

(0)
m |, що,

фактично, i позначає застосовнiсть теорiї збурень.

2.3.2. Частинка знаходиться в нескiнченно глибокiй потенцiальнiй ямi
завширшки a, див. задачу 2.2.1. Збурений потенцiал має вигляд:

U(x) =

{
U0 cos2 πx

a
, 0 6 x 6 a,

∞, x < 0, x > a.

Розрахувати в перших двох порядках теорiї збурень рiвнi енергiї частинки i
в першому порядку вiдповiднi хвильовi функцiї. Вважати U0 малим параме-
тром. Вказати умови застосовностi отриманого результату.

Розв’язок задачi 2.3.2. Звернемо увагу, що при U0 → 0 потенцiальна
енергiя набуває вигляду з задачi 2.2.1. Тому ми можемо записати, що рiвнi
енергiї та хвильовi функцiї незбуреної задачi мають вигляд:

E(0)
n =

(πn~)2

2ma2
, ψ(0)

n (x) =

{
0, x < 0, x > a,√

2/a sin(πnx/a), 0 < x < a,
n = 1, 2, 3, . . . ,
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а оператор збурень: Ĥ ′ = U0 cos2(πx/a). Тому ми можемо розрахувати H ′mn:

H ′mn =

+∞∫
−∞

[ψ(0)
m (x)]∗Ĥ ′ψ(0)

n (x)dx =
2U0

a

a∫
0

sin
πmx

a
cos2 πx

a
sin

πnx

a
dx =

=
U0

2a

a∫
0

[
cos

πx(m− n)

a
− cos

πx(m+ n)

a

][
1 + cos

2πx

a

]
=

=
U0

2a

a∫
0

{
cos

πx(m− n)

a
− cos

πx(m+ n)

a
+

1

2

[
cos

πx(m− n+ 2)

a
+

+ cos
πx(m− n− 2)

a
− cos

πx(m+ n+ 2)

a
− cos

πx(m+ n− 2)

a

]}
dx.

Далi ми розрахуємо всi шiсть однакових iнтегралiв наступним способом:

a∫
0

cos
πxk

a
dx =


a

πk
sin

πkx

a

∣∣a
0

= 0, k 6= 0,

x
∣∣a
0

= a, k = 0

 = aδk,0.

Окрiм того, оскiльки m та n у розрахунку H ′mn можуть набувати лише нату-
ральнi значення, тому δm+n,0 та δm+n+2,0 завжди рiвнi нулю:

H ′mn =
U0

2

{
δm−n,0 −

�
�
�
��>

0

δm+n,0 +
1

2

[
δm−n+2,0 + δm−n−2,0 −

��
��

��*
0

δm+n+2,0 − δm+n−2,0

]}
.

Розрахуємо першу поправку до енергiї при m = n:

E(1)
n = H ′nn =

U0

2

{
δ0,0 +

1

2

[
δ2,0 + δ−2,0 − δ2n−2,0

]}
=
U0

2

[
1− δn,1

2

]
,

тобто E(1)
1 = U0/4, а E

(1)
n>2 = U0/2.

Далi розрахуємо коефiцiєнти c(1)
nm приm 6= n, зауважуючи, що δm+n,2 може

не дорiвнювати 0 лише при m = n = 1, що в даному випадку не може
реалiзуватись:

c(1)
nm =

U0

4

[
δm,n−2 + δm,n+2 −

�
�
�
��>

0

δm+n,2

]
/[E(0)

n − E(0)
m ].

Тепер можемо розрахувати хвильовi функцiї, зводячи суму лише до двох
(або одного) доданкiв, завдяки δm,n−2 та δm,n+2:

ψ
(1)
n>3 =

U0

8

ma2

(π~)2

[ ψ(0)
n−2

n− 1
−
ψ

(0)
n+2

n+ 1

]
, ψ

(1)
n=1,2 = −U0

8

ma2

(π~)2

ψ
(0)
n+2

n+ 1
.
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Аналогiчно при розрахунку поправки E
(2)
n =

∑
m 6=n |H ′mn|2/[E

(0)
n − E

(0)
m ]

другого порядку до енергiї зводимо суму лише до двох (або одного) доданкiв:

E
(2)
n>3 =

U 2
0

32

ma2

(π~)2

[ 1

n− 1
− 1

n+ 1

]
=
U 2

0

16

ma2

(π~)2

1

n2 − 1
, E

(2)
n=1,2 = −U

2
0

32

ma2

(π~)2

1

n+ 1
.

Завдання для самостiйної роботи до пункту 2.3.1

2.3.3. В умовах задачi 2.3.1 отримати аналiтичнi вирази для поправок до
рiвня енергiї E0

n: (а) другої E(2)
n ; (б) третьої E(3)

n .

2.3.4. Частинка знаходиться в нескiнченно глибокiй потенцiальнiй ямi
завширшки 3x0. Збурений потенцiал має вигляд:

U(x) =

{
V (x), 0 6 x 6 3x0,
∞, x < 0, x > 3x0;

(а) У першому порядку теорiї збурень енергетичнi рiвнi i вiдповiднi хви-
льовi функцiї в потенцiалi: V (x) = U0|1− x/x0|.

(б) Розрахувати в перших трьох порядках теорiї збурень рiвнi енергiї час-
тки в потенцiалi: V (x) = α

[
δ(x− x0)− δ(x− 2x0)

]
.

Вважати U0 та α малими параметрами. Вказати умови застосовностi отри-
маного результату.

2.3.2. Квазiкласичне наближення
У цьому пунктi ми нагадуємо основнi рiвняння квазiкласичного набли-

ження, див. пiдроздiл 1.13. Зокрема показуємо, що в граничному випадку
~ → 0 розв’язок стацiонарного рiвняння Шредiнгера може бути знайдено у
наступному виглядi:

ψ(x) =
C+√
p(x)

exp
[ i
~

∫
p(x)dx

]
+

C−√
p(x)

exp
[
− i

~

∫
p(x)dx

]
. (2.3.1)

Приклади завдань з розв’язками до пункту 2.3.2

2.3.5. Вважаючи, що ~ → 0, побудувати розв’язок (2.3.1) стацiонарного
рiвняння Шредiнгера

~2 d2ψ

d2x
= −p2(x)ψ(x), p(x) =

√
2m
[
E − U(x)

]
, (2.3.2)

зробивши замiну

ψ(x) = exp
[
iS(x)/~

]
= exp

[
i~−1S0(x) + S1(x) + . . .

]
(2.3.3)
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у рiвняннi Шредiнгера та отримавши для функцiй S0(x) та S1(x) наближеннi
рiвняння: [

S ′0(x)
]2

= p2(x), 2S ′0(x)S ′1(x) + S ′′0 (x) = 0.

Зауваження: Позначення p(x) =
√

2m
[
E − U(x)

]
має наступний фiзи-

чний змiст. Рiзниця мiж повною E та потенцiальною U(x) енергiями являє
собою кiнетичну енергiю, яка може бути представлена у виглядi p2/2m, де p—
iмпульс частинки. Тому функцiя p(x) носить назву квазiкласичного iмульсу.

Розв’язок задачi 2.3.5. Розглянемо одновимiрне стацiонарне рiвняння
Шредiнгера (2.3.2). Якщо ми покладемо ~ → 0 безпосередньо у цьому рiв-
няннi, то прийдемо до тривiального рiвняння, яке не має фiзичного змiсту.
Тому в першу чергу треба переписати його у запропонованому виглядi (2.3.3).
Розрахуємо послiдовно першу та другу похiднi функцiї ψ′(x):

ψ′(x) = exp
[
iS(x)/~

]
iS ′(x)/~,

ψ′′(x) = exp
[
iS(x)/~

]{
− [S ′(x)]2/~2 + iS ′′(x)/~

}
та пiдставимо у рiвняння Шредiнгера. Скорочуючи на exp

[
iS(x)/~

]
, маємо:

[S ′(x)]2 − i~S ′′(x) = p2(x).

Останнє рiвняння може бути розв’язане наближено наступним чином. Роз-
кладемо S(x) в ряд за малим параметром ~ та знехтуємо поправками другого
та старших порядкiв по ~:

S(x) = S0(x) + (~/i)S1(x)����XXXX+ . . ..

Пiдставляючи такий розклад до рiвняння Шредiнгера, маємо:

[S ′0(x)]2 + 2(~/i)S ′0(x)S ′1(x)−����
���XXXXXXX~2[S ′1(x)]2 − i~S ′′0 (x)−����

�XXXXX~2S ′′1 (x) = p2(x).

Покладемо ~ → 0 та знаходимо: S ′0(x) = ±p(x). Далi, повертаючись до
попереднього рiвняння, знаходимо: S ′1(x) = −S0(x)/

[
2S ′0(x)

]
. Iнтегруючи два

останнi рiвняння, маємо:

S0(x) = ±
∫
p(x)dx,

S1(x) = −1

2

∫
p′(x)

p(x)
dx = −1

2
ln p(x) + lnC±.

В останньому рiвняннi константа iнтегрування позначена як C±. Це пов’язано
з тим, що для кожного з двох розв’язкiв першого рiвняння (якi вiдрiзняються
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знаком перед iнтегралом) повинна бути своя константа iнтегрування друго-
го рiвняння. Пiдставляючи отриманi вирази для S0(x) та S1(x) у ψ(x) та
складаючи лiнiйну комбiнацiю двох отриманих рiвнянь, остаточно приходи-
мо до (2.3.1).

2.3.6. Використовуючи правило квантування Бора–Зомерфельда, обчи-
слити рiвнi енергiї гармонiчного осцилятора U(x) = mω2x2/2.

Зауваження: Правило квантування Бора–Зомерфельда, див.
пункт 1.13.1:

b∫
a

pn(x)dx = π~
(
n+ 1/2

)
,

для рiвнiв енергiї En, де pn(x) =
√

2m
[
En − U(x)

]
— квазiкласичний iмпульс,

a та b — точки повороту, де U(a) = U(b) = En.

Розв’язок задачi 2.3.6. Розрахуємо точки повороту для даного потен-
цiалу. Для цього прирiвняємо U(x) = E та знаходимо

a = −
√

2E/mω2, b = +
√

2E/mω2.

Запишемо правило квантування Бора–Зомерфельда, перетворимо iнте-
грал та зробимо замiну змiнної:

b∫
a

p(x)dx =

b∫
a

√
2m
[
E −mω2x2/2

]
dx =

√
2mE

b∫
a

√
1− (mω2/2E)x2dx =

=
√

2mE

√
2E

mω2

1∫
−1

√
1− y2dy =

πE

ω
= π~

(
n+ 1/2

)
.

Останнiй iнтеграл був легко розрахований за допомогою його геометрично-
го змiсту. Розглянемо функцiю z(y) =

√
1− y2. Ця функцiя задає пiвколо

z2 + y2 = 1 з центром у нулi та радiусом 1. Тому iнтеграл, який є площею пiд
графiком функцiї, дорiвнює площi пiвкруга, π/2.

Остаточно з правила квантування маємо:

En = ~ω
(
n+ 1/2

)
.

Зауваження:Отримане наближене значення для рiвнiв енергiї збiгається
з точним значенням. Але у загальному випадку квазiкласичне наближення
правильне лише для високих рiвнiв енергiї, n� 1.
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2.3.7. Для частинок з енергiєю 0 < E < U0 оцiнити в квазiкласичному
наближеннi коефiцiєнт прозоростi бар’єра:

U(x) =

{
0, x < 0,

U0(1− x/a), x > 0.

Зауваження: Коефiцiєнт прозоростi T (E) для частинок з енергiєю E в
квазiкласичному наближеннi може бути оцiнений наступним чином:

T (E) ≈ exp
[
− 2

~

b∫
a

|p(x)|dx
]
.

Тут a та b — точки повороту, p(x) — квазiкласичний iмпульс.

Розв’язок задачi 2.3.7. Для даної потенцiальної енергiї маємо такi то-
чки повороту: 0 та b = a(1− E/U0). Тодi розрахуємо iнтеграл:

b∫
0

√
2m
[
U0(1− x/a)− E

]
dx =

√
2mU0/a

b∫
0

√
b− xdx =

= −2

3

√
2mU0/a

(
b− x

)3/2∣∣b
0

= −2

3
b3/2
√

2mU0/a.

Пiдставляючи результат у вираз для T (E), остаточно отримуємо:

T (E) ≈ exp
[
− 4a

3~
√

2mU0

(
1− E/U0

)3/2
]
.

Зауважимо, що квазiкласичне наближення правильне лише тодi, коли коефi-
цiєнт прозоростi малий, T (E)� 1.

Завдання для самостiйної роботи до пункту 2.3.2

2.3.8. Для частинки, що знаходиться в потенцiалi U(x) = U0

∣∣x/a∣∣ > 0,
визначити рiвнi енергiї зв’язаних станiв.

2.3.9. При енергiї частинки 0 < E < U0 оцiнити в квазiкласичному на-
ближеннi коефiцiєнт прозоростi бар’єра

(а) U(x) =

{
0, |x| > a,

U0(1− x2/a2), |x| < a;

(б) U(x) =

{
0, x < 0,

U0 exp(−x/a), x > 0.
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2.4. Тривимiрний рух

2.4.1. Момент iмпульсу

Оператор моменту iмпульсу (кутового моменту) ~̂L = [~̂r × ~̂p ] має на-
ступнi компоненти, див. пункт 1.7:

L̂x =
~
i

(
y
∂

∂z
− z ∂

∂y

)
, L̂y =

~
i

(
z
∂

∂x
− x ∂

∂z

)
, L̂z =

~
i

(
x
∂

∂y
− y ∂

∂x

)
.

Приклади завдань з розв’язками до пункту 2.4.1

2.4.1. Обчислити комутатори: (а) [L̂x, L̂y]; (б) [L̂x, L̂
2
y].

Розв’язок задачi 2.4.1а. Дiємо даним оператором на функцiю ψ(x, y, z)
та перетворюємо:

[L̂x, L̂y]ψ = −~2
(
y
∂

∂z
− z ∂

∂y

)(
z
∂ψ

∂x
− x∂ψ

∂z

)
+ ~2

(
z
∂

∂x
− x ∂

∂z

)(
y
∂ψ

∂z
− z∂ψ

∂y

)
=

= ~2
(
− y∂ψ

∂x
−
�
�
�
�
��

yz
∂2ψ

∂x∂z
+
Z
Z
Z
ZZ

yx
∂2ψ

∂z2
+ z2 ∂

2ψ

∂x∂y�
�
�
�
�

�
�
�
�
�

− xz ∂
2ψ

∂y∂z

Z
Z
Z
Z
ZZ

Z
Z
Z
Z
ZZ

+
�
�
�
�
��

zy
∂2ψ

∂x∂z
− z2 ∂

2ψ

∂x∂y�
�
�
�
�

�
�
�
�
�

−

−
Z
Z
Z
ZZ

xy
∂2ψ

∂z2
+ x

∂ψ

∂y
+ xz

∂2ψ

∂z∂y

Z
Z
Z
Z
ZZ

Z
Z
Z
Z
ZZ

)
=
i~2

i

(
x
∂ψ

∂y
− y∂ψ

∂x

)
= i~L̂zψ,

отже, [L̂x, L̂y] = i~L̂z.
Розв’язок задачi 2.4.1б. Перетворимо, користуючись властивiстю ко-

мутатора:

[L̂x, L̂
2
y] = L̂y[L̂x, L̂y] + [L̂x, L̂y]L̂y = i~(L̂yL̂z + L̂zL̂y).

2.4.2. Показати, що функцiї, якi виникають внаслiдок дiї операторiв
l̂± = l̂x ± il̂y на власнi функцiї ψm оператора проекцiї моменту iмпульсу на
вiсь z: l̂zψm = mψm, також є власними функцiями оператора l̂z, що вiдпо-
вiдають власним значенням m± 1. Тут ~̂l = ~−1~̂L — оператори безрозмiрного
моменту iмпульсу.

Розв’язок задачi 2.4.2. Нехай функцiї ψ±m — це результат дiї оператора
l̂± на власнi функцiї ψm оператора l̂z, тобто: ψ±m = l̂±ψm. Подiємо на них
оператором l̂z:

l̂zψ
±
m = l̂z l̂±ψm = l̂z(l̂x ± l̂y)ψm = l̂z l̂xψm ± il̂z l̂yψm.

Використаємо результат задачi 2.4.1а:

[l̂z, l̂x] = l̂z l̂x − l̂xl̂z = il̂y, [l̂z, l̂y] = l̂z l̂y − l̂y l̂z = −il̂x
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та продовжимо перетворення:

l̂zψ
±
m = (il̂y + l̂xl̂z)ψm ± i(−il̂x + l̂y l̂z)ψm =

= il̂yψm + l̂xl̂zψm ± l̂xψm ± il̂y l̂zψm = il̂yψm + l̂xmψm ± l̂xψm ± ilymψm =

= (lx ± ily)mψm ± (l̂x ± ily)ψm = ml̂±ψm ± l̂±ψm = (m± 1)l̂±ψm = (m± 1)ψ±m.

Що i треба було довести.

2.4.3. Показати, що у сферичних координатах

x = r cosϕ cos θ, y = r sinϕ cos θ, z = r sin θ

оператор проекцiї моменту iмпульсу на вiсь z дорiвнює

L̂z =
~
i

∂

∂ϕ
.

Розв’язок задачi 2.4.3. Проведемо розрахунки у зворотному порядку,
перетворюючи оператор ∂/∂ϕ зi сферичних координат до декартових, вико-
ристовуючи зв’язок часткових похiдних для довiльної функцiї f :

~
i

∂f

∂ϕ
=

~
i

[∂x
∂ϕ

∂f

∂x
+
∂y

∂ϕ

∂f

∂y
+
∂z

∂ϕ

∂f

∂z

]
=

=
[~
i
− r sinϕ cos θ

∂f

∂x
+ r cosϕ cos θ

∂f

∂y
+ 0
]

=
~
i

[
x
∂

∂y
− y ∂

∂x
= L̂zf

]
.

Що i треба було довести.

Завдання для самостiйної роботи до пункту 2.4.1

2.4.4. Показати, що оператор квадрата моменту iмпульсу ~̂L2 комутує з
будь-якою його проекцiєю, тобто показати, наприклад, [~̂L2, L̂x] = 0.

2.4.5. Обчислити комутатори: (а) [L̂y, ~̂r ], (б) [L̂x, ~̂p ]; (в) [L̂y, ~̂r · ~̂p ].

2.4.6. Показати, що в станi ψm з певною проекцiєю моменту на вiсь z (див.
задачу 2.4.2):

(а) lx = ly = 0; (б) l2x = l2y; (в) lxly = −lylx = im/2.

2.4.7. Використовуючи результат задачi 2.4.3, обчислити власнi значення
i власнi функцiї оператора L̂z.

Зауваження: Ця задача була розв’язана у пунктi 1.7.2.
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2.4.8. У станi частинки, хвильова функцiя якої має кутову зале-
жнiсть ψ(ϕ) = A cosn ϕ, знайти ймовiрнiсть того, що проекцiя моменту iм-
пульсу Lz дорiвнює ~m (m i n — цiлi числа).

Зауваження: Для обчислення ймовiрностей необхiдно розкласти ψ(ϕ) =
A cosn ϕ за власними функцiями, якi були знайденi в задачi 2.4.7 (або у пун-
ктi 1.7.2). Тодi квадрат модуля коефiцiєнта перед ψm в цьому розкладаннi i
буде являти собою необхiдну ймовiрнiсть.

2.4.2. Рух в центральному полi
Стацiонарне рiвняння Шредiнгера для однiєї частинки маси1 µ у триви-

мiрному просторi може бути записане у виглядi

−~2

2µ

(∂2ψ

∂x2
+
∂2ψ

∂y2
+
∂2ψ

∂z2

)
+ U(x, y, z)ψ(x, y, z) = Eψ(x, y, z).

Якщо потенцiальна енергiя має центральну симетрiю (див. пiдроздiл 1.9),
U(x, y, z) = U(r), де r =

√
x2 + y2 + z2 — вiдстань вiд центра координат, то

для подальшого розв’язування зручно перейти до сферичних координат:

− ~2

2µr2

[ ∂
∂r

(
r2∂ψ

∂r

)
− L̂2ψ

~2

]
+
[
U(r)− E

]
ψ(r, θ, ϕ) = 0,

де L̂2 — оператор квадрата моменту iмпульсу, див. пiдроздiл 1.7:

L̂2ψ = −~2
[ 1

sin θ

∂

∂θ

(
sin θ

∂ψ

∂θ

)
+

1

sin2 θ

∂2ψ

∂ϕ2

]
.

Вiдомо, що власними функцiями оператора L̂2 є сферичнi фун-
кцiї Ylm(θ, ϕ):

L̂2Ylm(θ, ϕ) = ~2l(l + 1)Ylm(θ, ϕ),

де l = 0, 1, 2, . . . та m = 0,±1,±2, . . . ,±l називаються азимутальним та ма-
гнiтним квантовими числами, вiдповiдно.

Скористаємося методом роздiлення змiнних у рiвняннi з частковими похi-
дними та представимо хвильову функцiю у виглядi ψ(r, θ, ϕ) = ψ(r)Ylm(θ, ϕ).
Тодi рiвняння Шредiнгера спроститься:

− ~2

2µr2

d

dr

(
r2 dψ

dr

)
+
[
U(r) +

~2l(l + 1)

2µr2
− E

]
ψ(r) = 0,

де другий доданок у квадратних дужках називається вiдцентровою потен-
цiальною енергiєю. Припустимо, що потенцiальна енергiя U(r) — це енергiя

1Тут m для маси частки не використовуємо, щоб не було плутанини з магнiтним квантовим числом m.
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притягання, U(r) < 0 та U(r →∞)→ 0. Тодi, в залежностi вiд знака енергiї
E, ми отримаємо рiзний характер руху: при E > 0 частинка рухається не
локалiзовано, а при E < 0 — локалiзована поблизу центра координат. Зосе-
редимося на другому випадку, E < 0.

Для подальшого розв’язання рiвняння Шредiнгера представимо хвильову
функцiю у виглядi: ψ(r) = g(r)rl exp(−kr), де k =

√
2µ|E|/~2. Пiдставляючи

цей вираз у рiвняння Шредiнгера, приходимо до наступного рiвняння для
невiдомої функцiї g(r):

rg′′(r) + 2g′(r)(l − kr + 1)− g(r)
[
2k(l + 1) + ru(r)

]
= 0,

де u(r) = 2µU(r)/~2.

Приклади завдань з розв’язками до пункту 2.4.2

2.4.9. Показати, що в кулонiвському полi, u(r) = −α/r, α > 0, функцiя
g(r) — полiном степеня nr, де nr може набувати цiлi невiд’ємнi значення
0, 1, 2, . . . . Обчислити рiвнi енергiї частинки.

Зауваження: У цьому випадку nr та n = nr + l + 1 називаються радi-
альним i головним квантовими числами, вiдповiдно.

Розв’язок задачi 2.4.9. Розглянемо потенцiальну енергiю у виглядi ку-
лонiвського потенцiалу (електрон поблизу ядра атома): u(r) = −α/r, де

α > 0. Представимо g(r) =
∞∑
n=0

anr
n у виглядi степеневого ряду та пiдста-

вимо до рiвняння:
∞∑
n=0

ann(n−1)rn−1+2(l+1)
∞∑
n=0

annr
n−1−2k

∞∑
n=0

annr
n−
[
2k(l+1)−α

] ∞∑
n=0

anr
n = 0.

У перших двох сумах зробимо замiну n − 1 на m, а в двох останнiх — n
на m. Тодi у всiх сумах буде один i той же степiнь rm:

∞∑
m=0

rm
{
am+1(m+ 1)[m+ 2(l + 1)]− am[2k(m+ l + 1)− α]

}
= 0.

Степеневий ряд дорiвнює нулю тодi i лише тодi, коли всi його коефiцiєнти
рiвнi нулю, тобто отримуємо рекурентне спiввiдношення для am:

am+1 = am
2k(m+ l + 1)− α

(m+ 1)[m+ 2(l + 1)]
. (2.4.1)

За його допомогою можна знайти послiдовно всi значення am:

a0
m=0−→ a1

m=1−→ a2
m=2−→ . . . ,



2.4. Тривимiрний рух 133

за умови, що a0 — вiдомо.

З’ясуємо, чи може цей степеневий ряд бути нескiнченним. Припустимо,
що це можливо, тодi спростимо рекурентне спiввiдношення за умовиm→∞:

am+1 ≈
2kam
m+ 1

. Використовуючи його послiдовно, знаходимо am через a0:

am+1 ≈
2kam
m+ 1

≈ (2k)2am−1

(m+ 1)m
≈ (2k)3am−2

(m+ 1)m(m− 1)
≈ . . . ≈ (2k)m+1a0

(m+ 1)!
.

Тепер обчислимо g(r) при таких am:

g(r) =
∞∑
m=0

amr
m ∼ a0

∞∑
m=0

(2kr)m

m!
= a0 exp(2kr).

Тодi функцiя ψ(r) ∼ exp(kr), тобто зростає до∞ при r →∞, що суперечить
фiзичному змiсту хвильової функцiї. Таким чином, степеневий ряд повинен
бути скiнченним, тобто має iснувати таке значення nr, яке називається радi-
альним квантовим числом, таке, що anr 6= 0, а anr+1 = 0. Це можливо лише
за умови, що чисельник у рекурентному спiввiдношеннi обертається на нуль:
2k(nr + l+ 1)−α = 0, звiдки знаходимо значення k = α/2n, де n = nr + l+ 1
називається головним квантовим числом. Тодi значення рiвнiв енергiї набуває
вигляду:

En = −α2~2/(8n2µ).

2.4.10. Для електрона з головним n = 4 i азимутальним l = 1 квантовими
числами в полi ядра He (α = 4µe2/~2, e — заряд електрона) обчислити ψ(r)
та:

(а) радiус електронної хмари r;

(б) товщину електронної хмари ∆r =

√
(r − r2)2.

Розв’язок задачi 2.4.10. Якщо нам вiдомi головне n = 4 та азимуталь-
не l = 1 квантовi числа, то ми можемо розрахувати значення k = α/8 та
радiальне квантове число nr = n− l−1 = 2. Це значить, що старший степiнь
g(r) має бути nr = 2, тобто:

g(r) =

nr∑
n=0

anr
n = a0 + a1r + a2r

2.

Розрахуємо коефiцiєнти a1 та a2 з рекурентного спiввiдношення (2.4.1) з



134 Роздiл 2. Конспект практичних занять

розв’язання задачi 2.4.9, пiдставляючи послiдовно m = 0 та m = 1:

a1 = a0
2k(l + 1)− α

2(l + 1)
= a0

4k − 8k

4
= −a0k,

a2 = a1
2k(l + 2)− α
2[1 + 2(l + 1)]

= a1
6k − 8k

10
= a0

k2

5
.

Таким чином, хвильова функцiя набуває вигляду:

ψ(r) = a0r[1− kr + (kr)2/5]e−kr.

В першу чергу потрiбно нормувати хвильову функцiю, тобто знайти
a0. Зауважимо, що нормувати функцiю потрiбно у тривимiрному просторi.
Оскiльки ми розглядаємо функцiю у сферичних координатах, то ми повин-
нi iнтегрувати по координатах (r, θ, ϕ), для яких dxdydz = r2 cos θdrdθdϕ.
Залишаючи лише координату r та iнтегруючи по нiй вiд 0 до ∞, отримуємо
такий вираз для норми функцiї ψ(x):∫ ∞

0

|ψ(r)|2r2dr = 1.

Пiдставляючи сюди вираз для ψ(r), отримуємо наступний результат:

∞∫
0

|ψ(r)|2r2dr = a2
0

∞∫
0

[
1− kr +

(kr)2

5

]2

e−2krr4dr =

= a2
0[I4 + k2I6 +

k4I8

25
− 2kI5 +

2k2I6

5
− 2k3I7

5
] =

=
a2

0

(2k)5
[4! +

6!

22
+

8!

25 · 24
− 2 · 5!

2
+

2 · 6!

5 · 22
− 2 · 7!

5 · 23
] =

3

20

a2
0

k5
= 1,

де ми позначили через Is наступний iнтеграл, який може бути розрахований
за допомогою iнтегрування частинами:

Is =

∞∫
0

rs exp(−2kr)dr =
s

2k
Is−1 = · · · = s!

(2k)s
I0 =

s!

(2k)s+1
.

Звiдси отримуємо значення константи a0 =
√

20k5/3.

Аналогiчним чином можуть бути розрахованi:

(а) радiус електронної хмари r =
∞∫
0

ψ∗(r)rψ(r)r2dr =
69a2

0

80k6
=

23

4k
=

46

α
;
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(б) товщина електронної хмари

∆r =

√
(r − r)2 =

[ ∞∫
0

ψ∗(r)(r − r)2ψ(r)r2dr
]1/2

=
2
√

71

α
.

Завдання для самостiйної роботи до пункту 2.4.2

2.4.11. Розв’язати задачу 2.4.10 для

(а) n = 3, l = 2, α = 6µe2/~2; (б) n = 2, l = 0, α = 8µe2/~2.

2.4.12. Знайти розподiл по iмпульсах частинки в основному станi в куло-
нiвському полi u(r) = −α/r, α > 0.

Зауваження: Основний стан: nr = l = m = 0. Розподiл по iмпульсах
дорiвнює dw(~p) = |ψ(~p)|2d~p, де ψ(~p) — iмпульсне зображення ψ(~r):

ψ(~p) =
1

(2π~)3/2

∫
ψ(~r) exp(−i~p~r/~)d~r.

2.5. Приклади iндивiдуальних завдань

2.5.1. Одновимiрний рух

Варiант № 1
Знайти рiвнi енергiї з E > 0 i вiдпо-
вiднi нормованi хвильовi функцiї ста-
нiв дискретного спектра частинки в
полi

U(x) =

{
∞, |x| > a;
−αδ(x), |x| 6 a.

Тут α > 0, a > 0.

Варiант № 2
З’ясувати, чи iснують в полi

U(x) =

{
∞, |x| > a;
−αδ(x), |x| 6 a

рiвнi енергiї з E < 0. Якщо так, то за
яких умов. Тут α > 0, a > 0.

Варiант № 3
Чи може коефiцiєнт проходження T
частинок при русi в полi

U(x) = α (δ(x) + δ(x− a))

дорiвнювати 0? Тут α > 0, a > 0.

Варiант № 4
Знайти зв’язанi стани з E < 0 ча-
стинки в полi

U(x) = −α (δ(x+ b) + δ(x− a)) .

Тут α > 0, a > 0, b > 0.
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Варiант № 5
Показати, що коефiцiєнт вiдбиття R
при русi частинок в полi

U(x) =

{
αδ(x), x 6 a;
∞, x > a

при будь-яких значеннях параметрiв
дорiвнює 1. Тут α > 0, a > 0.

Варiант № 6
Обчислити коефiцiєнт вiдображен-
ня R при русi частинок в полi

U(x) =

{
∞, x 6 0;
αδ(x− x0), x > 0.

Тут α > 0, x0 > 0.

Варiант № 7
Знайти коефiцiєнт проходження T
частинок через бар’єр

U(x) =

 0, x 6 0;
U1, 0 < x 6 a;
U2, x > a

при E > U1 > U2 > 0.

Варiант № 8
Знайти коефiцiєнт проходження T
частинок через бар’єр

U(x) =

 0, x 6 0;
U1, 0 < x 6 a;
U2, x > a

при U1 > E > U2 > 0.

Варiант № 9
Знайти хвильовi функцiї стацiонар-
них станiв частинки в полi

U(x) =

 0, x 6 0;
U1, 0 < x 6 a;
U2, x > a

при U1 > U2 > E > 0. Чому в даному
випадку дорiвнює коефiцiєнт прохо-
дження T ?

Варiант № 10
Знайти нормованi хвильовi функцiї
стацiонарних станiв частинки в полi

U(x) =

{
∞, x 6 0;
αδ(x− x0), x > 0

при E > 0.

Варiант № 11
Знайти рiвнi енергiї з E < 0 станiв
дискретного спектра частинки в полi

U(x) =

{
∞, x 6 0, x > 2a;
−αδ(x− a), 0 < x < 2a.

Тут α > 0, a > 0. Чи при всiх значе-
ннях параметрiв iснують такi рiвнi?

Варiант № 12
Знайти зв’язанi стани з E < 0 ча-
стинки в полi

U(x) = α (δ(x+ a)− δ(x− a)) .

Тут α > 0, a > 0. Чи при будь-
яких значеннях параметрiв iснують
такi стани?
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Варiант № 13
Чи може коефiцiєнт проходження T
при надбар’єрному вiдбиттi частинок
в полi двох δ-ям:

U(x) = −α (δ(x+ a) + δ(x− a))

дорiвнювати 0? Тут α > 0, a > 0.

Варiант № 14
Показати, що коефiцiєнт вiдбиття R
частинок з енергiєю E > 0 у полi

U(x) =

 ∞, x 6 0;
−U0, 0 < x 6 a;
0, x > a

дорiвнює 1. Тут U0 > 0.

Варiант № 15
Знайти зв’язанi стани з E < 0 ча-
стинки в полi

U(x) = −α [δ(x+ a) + δ(x− a)] .

Тут α > 0, a > 0.

Варiант № 16
Обчислити коефiцiєнт вiдбиття R ча-
стинок в полi

U(x) =

{
U0, x 6 0;
αδ(x− a), x > 0.

Тут U0 > E > 0, α > 0, a > 0.

Варiант № 17
Визначити умови, при яких iснують
рiвнi енергiї з 0 < E 6 U0 частинки в
полi

U(x) =

 U0, |x| 6 b;
0, b < |x| 6 2b;
∞, |x| > 2b,

якi вiдповiдають непарним хвильо-
вим функцiям.

Варiант № 18
Визначити умови, при яких iснують
рiвнi енергiї з 0 > E > −U0 частинки
в полi

U(x) =

 −U0, |x| 6 b;
0, b < |x| 6 2b;
∞, |x| > 2b,

якi вiдповiдають парним хвильовим
функцiям.

Варiант № 19
Визначити умови, при яких iснують
рiвнi енергiї з 0 < E < U0 частинки в
полi

U(x) =

{
U0, |x| > a;
−αδ(x), |x| 6 a,

якi вiдповiдають непарним хвильо-
вим функцiям. Тут U0 > 0, α > 0,
a > 0.

Варiант № 20
Визначити умови, при яких iснують
рiвнi енергiї з E < 0 частинки в полi

U(x) =

{
U0, |x| > a;
−αδ(x), |x| 6 a,

якi вiдповiдають парним хвильовим
функцiям. Тут U0 > 0, α > 0, a > 0.
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2.5.2. Використання теорiї збурень
За допомогою теорiї збурень знайти рiвнi енергiї (в нульовому, першому i

другому порядках) з E > 0 i вiдповiднi хвильовi функцiї стацiонарних станiв
(в нульовому i першому порядку) частинки в полi

U(x) =

{
∞, x 6 −a, x > b;
V (x), −a < x < b,

де b > a > 0. Вказати умови застосовностi отриманого результату.
Збурюючий потенцiал V (x) наведено у таблицi нижче:

Варiант № 1
V (x) = αδ(x).

Варiант № 2
V (x) = −αδ(x).

Варiант № 3
V (x) = αδ(x− a).

Варiант № 4
V (x) = −αδ(x− a).

Варiант № 5
V (x) = U0x/a.

Варiант № 6
V (x) = −U0x/b.

Варiант № 7
V (x) = U0(x− b)/a.

Варiант № 8
V (x) = U0(b− x)/a.

Варiант № 9
V (x) = U0(x− a)/b.

Варiант № 10
V (x) = U0(a− x)/b.

Варiант № 11
V (x) = U0 sin

[
3π(x+ a)/(b+ a)

]
.

Варiант № 12
V (x) = U0 sin

[
2π(x− b)/(b+ a)

]
.

Варiант № 13
V (x) = U0 cos

[
2π(x+ a)/(b+ a)

]
.

Варiант № 14
V (x) = U0 cos

[
3π(x− b)/(b+ a)

]
.

Варiант № 15
V (x) = U0|1− x/a|.

Варiант № 16
V (x) = U0|x− a|/a.

Варiант № 17
V (x) = α[δ(x) + δ(x− a)].

Варiант № 18
V (x) = −α[δ(x) + δ(x− a)].

Варiант № 19
V (x) = α[δ(x)− δ(x− a)].

Варiант № 20
V (x) = α[δ(x− a)− δ(x)].

Вважати U0 та α малими параметрами.
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